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Vorwort. 

Die Geometrie der „Brocardschen Gebilde" reicht mit ihren 
Anfängen bis in das erste Viertel unseres Jahrhunderts zurück. In 
einem im Jahre 1816 veröffentlichten Schriftchen: „Über einige 
Eigenschaften des ebenen geradlinigen Dreiecks'^ *) beschäftigte 
sich A. L. Grelle eingehend und an erster Stelle mit den Eigen- 
schaften eines vorher nicht bekannten merkwürdigen Winkels und 
Punktes am Dreieck und legte dadurch den Grund zu Forschungen, 
die in der Folge durch C. F. A. Jacob i in Pforta und mehrere 
seiner Schüler (z. B. G. Emsmann) erfolgreich weitergeführt wur- 
den, aber nach Jacobis Tode (1855) wieder in Vergessenheit ge- 
rieten. 1875 wurden diese Untersuchungen von neuem ins Leben 
gerufen durch H. Brocard, der ihr Gebiet erheblich erweiterte. 
Bald fanden sich zahlreiche Männer, die den Brocardschen Gebilden 
ihr Interesse zuwandten; auch die Beziehungen zu den verwandten 
merkwürdigen Elementen des Dreiecks wurden mit in den Kreis 
der Betrachtung gezogen. Brocard selbst erkannte (1881) die Be- 
deutung seiner Ergebnisse für die Theorie dreier gleichwendig ähn- 
lichen Figuren. Nicht um eine Reihe interessanter isolierter Sätze 
handelt es sich jetzt und in der Folge, sondern um die Unter- 
suchung dreier bezüglich der Seiten eines Dreiecks homologen Geraden 
bezw. Punkte. Von besonderer Fruchtbarkeit erweisen sich hierbei 
die Fälle, wo die drei Geraden durch die Ecken oder durch einen 



*) S. die Quellenübersicht. 



ly Vorwort. 

Punkt laufen bezw. die drei Punkte auf den Mittelloten der Seiten 
oder auf einer Gersiden liegen; eine Reihe ausgezeichneter Punkte, 
Geraden, Kreise des Dreiecks ergeben sich in Gefolgschaft dieser 
Sonderannahmen, bekannte Gebilde erscheinen in neuer Beleuch- 
tung. 

Die vorliegende Schrift sucht diese Forschungen aus den Quellen 
heraus in elementarem Gewände und nach didaktischen Grundsätzen 
darzustellen. Gern hätte Verf. auch noch die in den letzten zehn 
Jahren aufgefundenen Beziehungen zu den Kegelschnitten an ge- 
eigneter Stelle eingeflochten ; allein es war zu befürchten, dass da- 
durch bei dem elementaren Charakter der übrigen Partieen die 
Harmonie des Ganzen gestört worden wäre; auch schien es geboten, 
bezüglich der zum Verständnisse der Schrift erforderlichen Vor- 
kenntnisse einen einheitlichen Standpunkt festzuhalten. Was diesen 
letzteren anbelangt, so genügt die Vertrautheit mit den Hauptsätzen 
der Planimetrie und Trigonometrie, um sich in dem .Buche zurecht- 
zufinden. So dürfte sich aus dem einen oder anderen Kapitel Stoff 
zu zusammenhängenden Übungen entnehmen lassen, der vielleicht 
zur Verwendung auf den Oberklassen unserer höheren Schulen nicht 
ungeeignet befunden wird. 

Die Benennungen der merkwürdigen Punkte etc. sind die von 
den beteiligten Forschern gegenwärtig angewandten.*) Allerdings 
ist mit dieser Nomenklatur der Übelstand verbunden, dass mehrere 
Elemente nicht den Namen ihres erstmaligen Ergründers, sondern 
den eines späteren Entdeckers tragen. Als nämlich durch Brocards 
Arbeiten die Geometrie des Dreiecks einen ungeahnten Aufschwung 
erhielt, und sich bei der Fülle der Ergebnisse die Einführung kurzer 



*) Hierbei ist zu bemerken, dass der Grebesche Punkt seit 1884 im 
Auslande nach E. Lemoine benannt wird, weil dieser Forscher jenen Punkt 
(seit 1873) zum Gegenstande zusammenhängender Studien gemacht hat. Die 
Benennung „Grebe/scher Punkt" scheint von Hain (A, 1876) eingeführt zu 
sein und findet sich seit dieser Zeit in verschiedenen Bänden des Grunert- 
schen Archivs; seit 1883 ist sie von den Mitarbeitern des Aufgaben-Reperto- 
riums der Z. angenommen. S. auch N. 0. 1880, S. 214. 



Vorwort. y 

Benennungen als notwendig herausstellte, da fand sich niemand, 
der die Kunde gebracht hätte von einer früheren Litteraturperiode 
des Gegenstandes, und so wurden die Bezeichnungen ^Brocardscher 
Winkel", „Brocardsche Punkte" geschaffen, die seitdem gäng und 
gäbe geworden sind. (Der „Brocardsche Kreis" trägt den Namen 
seines Urhebers.) Erst 1884 bezw. 1886 wurden die bezüglichen 
Verdienste Grelles wieder ans Licht gezogen,*) aber jetzt wäre 
eine unliebsame Verwirrung die Folge gewesen, wenn man an 
den einmal eingebürgerten Namen wieder hätte ändern wollen. 
Man wird daher „die Ehre, einigen jener Gebilde den Namen ge- 
geben zu haben, füglich Demjenigen gönnen dürfen, der sie that- 
sächlich erst zum Allgemeingut der Geometer gemacht hat." **) 
Damit nun aber der geschichtlichen Treue kein Abbruch geschehe, 
hat Verf. auf Grund der bis jetzt bekannten Quellen es unter- 
nommen, die Urheberschaft für die wichtigeren Sätze und Formeln 
aufzuspüren und gehörigen Ortes kenntlich zu machen — eine 
Arbeit, für deren etwaige die gegenwärtige Periode betreffende 
Mängel derselbe die Nachsicht und eventuell die gefällige Berich- 
tigung der Kundigen erbittet. Es hat sich ergeben, dass mehrere 
Sätze, die noch in den letzten Jahren als der Jetztzeit angehörig 
betrachtet wurden, auf ein früheres Datum zurückzusetzen sind; 
hier und da fanden sich Dinge — ich erwähne Ilellwigs Unter- 
suchungen über die sekundären Dreiecke — , die bis auf den heu- 
tigen Tag verschollen waren. 

Bezüglich der Bezeichnungen, soweit dieselben nicht im Texte 
selbst erklärt sind, sei folgendes bemerkt. Die Winkel eines 
A ABC heissen a, ß, y, seine Seiten a, 6, c, sein 'Inhalt A. Die 
Scheitellinien AP, BP, CP eines Punktes P treffen die Seiten in 
den Punkten P«, P^, Pj-; die Fusspunkte der Lote von P auf die 
Seiten heissen P«, Pö, Pc- Insbesondere bezeichnet den Mittel- 



*) S. des Verf. in der Quellenübersicht bezeichnete Abh. (März 1889). 
♦*) M. Cantor in der Ztschr. f. Math. u. Phys. 1890; hist.-litt. Abt. 
S. 35. 



Yj Vorwort. 

punkt, r den Radius des Umkreises, G den Schwerpunkt, H den 
Ilöhenschnittpunkt, F den Mittelpunkt des Feuerbaclischen und J 
den Mittelpunkt des Inkreises. 

Den Herren Neuberg, Lemoine, Tucker, Uhlich, Lieber 
und B ermann sageich bei dieser Gelegenheit meinen verbindlich- 
sten Dank für die Überlassung wertvollen und selten gewordenen 
Quellenmaterials, den Herren Buchbinder und Auwers für die 
Unterstützung, welche sie mir in der Auffindung der von Jacobi 
(1851) zitierten Schrift von Schulz v. Strasznicki gewährten; auch 
Herrn Brocard fühle ich mich verbunden für die Liebenswürdig- 
keit, mit welcher derselbe die Erlaubnis zur (unwesentlich erwei- 
terten) Nachbildung der von ihm gezeichneten Tafel (Beilage zu 
seiner Abh. vom Jahre 1883) erteilte. 

Möge die Schrift zur Verbreitung einer Anzahl bisher zu wenig 
bekannter elementar -geometrischer Wahrheiten beitragen und zu 
weiteren Studien über die einfache und an schönen Eigenschaften 
unerschöpfliche Figur des geradlinigen Dreiecks anregen. 

Mülheim a. d. Ruhr, im Mai 1891. 

Der Verfasser. 
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Ergänzungen. 

Zu §31, Satz 1 vergl. Jacobis Anhänge zu van Swinden, No. 342 und 
406; ferner Adams 1843, Satz 42 und Tietz, Ober Transversalen No. 23 
(Progr. des Lyc. zu Braunsberg 1862). 

Zu § 38, 9. Vermittelst des Ki eh Ischen Satzes (§61, 5) erkennt man, 
dass zu jedem Dreieck zwölf Punkte gehören, deren Fusspunktendreiecke 
einem gegebenen Dreieck ähnlich sind. Sollen die Fusspunktendreiecke dem 
Urdreieck ähnlich sein, so kommen noch in Betracht die Zentren der Apollo- 
nischen Kreise, die Schnittpunkte ihrer Zentrale mit Oö und Oö', sowie die 
Punkte der unendlich fernen Geraden. Diskussion des gleichschenkligen und 
des gleichseitigen Dreiecks nach diesen Gesichtspunkten! 
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S. 24 Fig. 9 oben links 1. x^; 

S. 37 Z. 12 fehlt am Schlüsse der Faktor A ; 

S. 89 Z. 4 V. u. 1. Litteratur; 

S. 91 Z. 12 V. u. 1. HO (statt GH); 

S. 93 Z. 4 1. a (statt «). 



Die 



Brocardschen Gebilde. 



Es ist in der That bewundernswürdig, dass eine 
so einfache Figur, wie das Dreieck, so uner- 
schöpflich an Eigenschaften ist. Wie viele noch 
unbekannte Eigenschaften anderer Figuren mag 
es nicht geben ! 

A. L. Grelle. 

Sammlung mathematischer Aufsätze, 
I 1821, 8. 176. 



£rstes Kapitel. 

Der Brocardsche Winkel. 

Einleitung. 

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen über die Brocard- 
schen Figuren bildet die Aufgabe: 

Innerhalb eines A ABC einen Punkt ß so zu bestimmen, dass 
die durch ihn gezogenen Scheitellinien mit den Seiten in gleicher 
Reihenfolge denselben Winkel bilden. 

Da die Richtung, in welcher der Umfang des Dreiecks durch- 
laufen wird, eine zwiefache sein kann — ABCA oder ACBA — , 
so lässt sich erwarten, dass zwei verschiedene Punkte Q, ß' der 
Forderung Genüge leisten, je nachdem 

Z. ßAB = ßBC = ßCA (Fig. la) oder 

L ß'AC = ß'CB = ß'BA (Fig. Ib) 
sein soll. 





Die Bestimmung des Winkels (co) in diesen beiden Fällen 
kann in mehrfacher Weise ausgeführt werden. Entnimmt man 
der. Aufgabe die Folgerungen 

ZLAßB =2R— i?, Z.BßC = 2R— y, Z.CßA = 2R— a, 
Z- Aß'C = 2R— y, Z.Cß'B = 2R— i?, Z.Bß'A = 2R— a, 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. \ 



2 § 1. Trigonometrische Beweise der Gnindformel. 

SO gelingt es, die Verhältnisse der Strecken Aß, Bß, Cß bezw. 
Aß', Bß', Cß' untereinander und zu den Seiten des Dreiecks durch 
Winkelfunktionen darzustellen und zur Herleitung einer Gleichung 
zwischen a, ^, y, ca zu verwerten; unmittelbar ergiebt sich eine solche 
durch Anwendung des Cevaschen Satzes in der goniometrischen Form. 
Eine andere Lösung beruht darauf, dass man die Teile, in welche 
AABC von ß bezw. ß' aus zerfällt, mit dem ganzen Dreieck ver- 
gleicht und nachher wieder zusammensetzt. Stets gelangt man hier- 
bei zu reellen Werten für co, welche bezüglich der Winkel oder 
Seiten symmetrisch sind, woraus zu folgern, dass die Punkte ß, 
ß' in jedem Dreieck vorhanden sind, und dass den beiden Punk- 
ten derselbe Winkel co entspricht. Dieser Winkel heisst der Bro- 
c?arcZsche. Seine Zeichnung, sein Verhalten in verschiedenen Arten 
von Dreiecken, sein Maximum, ferner die Grenzen der Drei- 
eckswinkel bei gegebenem co bilden neben den vorzugsweise tri- 
gonometrischen Lösungen der anfangs genannten Aufgabe und 
manchen damit zusammenhängenden Formeln den Gegenstand dieses 
Kapitels. 



§ 1. Die GrundformeL 

1) cotco = cota-f-cot/94-coty] 

2) cot CO = 



= cota-f-cot/94-coty^ 

cösacos/9cosy-Fl \ (Cr). 

sin a sin/? sin y f 



sin a sin/? sin y 

Bern. Der Zusammenhang zwischen 1) und 2) wird vermittelt durch 
die aus cos(«+/5+y) = — 1 oder 

*)Scos«sinj8siny = cos«cos/Scosy4-l 
fliessende Formel 

(a) 2 cot« = cot«cot/Scotj^+(sin«sin^siny)~^. 

1. Erste Eerleitung (Cr). Wird auf die Dreiecke BQC, CQA 
(Fig. la) der Sinussatz angewandt, so ergiebt sich 
a: Cß = siny : sinco, 
Cß : 6 == sin(a — co) ; sin« 
sina : sin/J = sinysin(a — co) : sinasin co, 

*) Das Summenzeichen 2 dient zur abgekürzten Darstellung symmetrischer 
Funktionen der Winkel oder Seiten des Dreiecks. In der That genügt es, 



§ 1. Trigonometrische Beweise der Grundformel. S < 

(a^ ) siii(a — 0)) : sin o) = sina* : sin jSsiny, 

sin(g — ffl) sm(ß-hY) 

sinasino) sin^siny ' 

coto) — cota = cot^+coty. 
Ganz entsprechend gestaltet- sich die Bestimmung des Winkels 
Q'AC = 0)'. Die Dreiecke CQ'B, BQ'A (Fig. Ib) liefern 
a : BQ' = sin^ : sinco', 
BQ^ : g = sin(« — co^): sina 
sin« :*siny ,== sin/9sin(a— co') : sinasinco', 
(a'j) sin(a — co') : sinco' = sina^ : sinjSsiny, 

cotco' = cota + cot^-hcoty. 
Der Winkel co' ist also gleich dem Winkel co; und die Punkte 
ß, Q' sind Winkelgegenpunkte y d. h. Punkte, deren Scheitel- 
linien gegen die Halbierenden der Dreieckswinkel gleiche Neigung ' 
haben. 

2. Zweite Herleitung (Mo nach Br). (Fig. la)^. 
a:BQ = siny:sin(y — co), 
• BÖ : Aß = sin 0) : sin(/? — co), 

AS; 6 =sina);sin« 

sina : sin^ = sinysinco* : sinasin (|S-^co)sin(y^a)'), 
(aj sin(^ — a))sin(y — co) : sinco' == sinjSsiny : sina', 

sin(^ — co) sin(y — co) 1 

sinjSsinco sinysinc» sina* ' 

(cotco — cot/9)(cot(ü — coty) = cota'+l, 

cotco* — cota' — cotco(cot^4-coty) — (1 — cot^coty) = 0, 

oder, da 1 — cotjJcoty = cota(cot|9+coty) ist, 

cotco' — cota'— (cotco -|-cota)(cotj9+coty) = 0, 

(cot CO -h cot a) (cot CO — cota — cot^ — coty) = 0. 

Die Nebenwurzel co = jS+y, welche der Gl. (a^) genügt, entspricht 
nicht der Aufgabe. 

das erste Glied eines solchen Trinoms [hinzuschreiben, da die beiden anderen 
durch zyklische Verwechslung daraus zu erhalten sind; ScosasinßsiuY be- 
zeichnet also die Summe cos a sin ß sin y + cos ß sin y sin a+ cos y sina sin ß. 

1* 



§ 1. Trigonometrische Beweise der Grundformel. 



3. DHtte Herleitung (Cr, Gr). Symmetrische Anwendung 
des Sinussatzes ergiebt (Fig. la): 

CQ : AQ = sin(a — co) : sinco, 

AQ : BQ = sin(j5 — co) : sinco, 

BQ : CQ = sin(y — co) : sinco 

(ag) sin(a — a))sin(j5 — a))sin(y — co) = sinco^ 

(cotco — cota)(cotco — cotj9)(cotco — coty) 

= sina~^sinj?~^siny~\ 
cotco' — cotco'2cota+cotco2cotj5coty 

= cotacot^coty4-sina~^sinjS~^siny~^ , 

also, da 2 cot /? coty = 1 ist, und bei Rücksicht auf (a) 
cotco' — cotco^Scotcc-hcotco — 2cota = 0, 
(cot CO '4-1) (cot CO — Scota) = 0. 

Zusatz 1. Der Zusammenhang der Gl. (a,) oder der gleich- 
wertigen 

sin(oj — co) a* 



(a) 



smco 
sin(i9— co) _ b^ 



smco 

sin(y— co) 
sinco 



ca 
ah 



mit den Gleichungen (ag), (aj) ist leicht ersichtlich. 

Zusatz 2. sin(a — co) : sin(j5 — co) : sin(y — co) = a^:b^:c^ (En). 

sin(cK — co) = Asina', sin(^ — co) = Asinj?', sin(y — co) = Asiny'; 

. sinco 

sin a sin j? sin y 
4. Vierte Herleitung (Ho). Verwandelt man in der Gl. (aj) 
die Produkte in Summen, so ergiebt sich successive 
links: ^sin(a — cü)[cos(/9 — y) — cos(j54-y — 2co)] 
= isin(a-hi?— y— co)4-isin(oj— ^4-y — co) 
— isin(a4-^+y— 3co)— Jsin(a — ß — y-f-co) 
= Jsin(2y-hco)4-^sin(2^+co)—:^sin3co+|-sin(2a-f-co) 



§ 2. Geometrische Beweise der Grundformel. 5 

= :J-cosa)2sm2a+:^sina)2cos2a — ;J^sin3a} 

= sin a sin jS sin y cos CO — cosacosj?cosysinco — ^sinco — isinSco, 
rechts : ^ sin co (cos — cos 2 co) 

= f sin CO — JsinSco. 
Erneute Gleichsetzung führt zu 

sinasinjSsinycoso) = (cosacos^cosy4-l)sinco, 
also zu 2). 

§ 2. Geometrische Beweise der Grundformel. 

1. (Au). Um etwaige Schwierigkeiten des Beweises gleich- 
massig zu verteilen, werde geschrieben 

cot CO — cota = cot/9+coty. 

Die Summe der Kotangenten zweier Dreieckswinkel ist gleich dem 
Quotienten aus der anliegenden Seite und der zugehörigen Höhe. 
Um diesen Satz doppelt an^nden zu können, setzen wir 

cotco+cot(180°— a) = cotj?-f-coty. 

Für die rechte Seite bietet sich in dem 
A ABC (Fig. 2) der Wert BC : AH« dar. 
Ein Dreieck mit den Winkeln co und 
180° — a ist das AAßC, in welchem 
/lßCA = a), Z.AßC = 180'— er ist. 
Fällt man demnach AD_LCß, so er- 
giebt sich für die linke Seite der Wert 
Cß : AD. Nunmehr fragt es sich, ob 
die Proportion 

BC : AHa = Cß : AD 

stattfindet. BC und Cß sind Seiten des ABCß. Um AH« und 
AD in ein Dreieck zu bringen, verbinde man D mit H«. Die Ver- 
gleichung der Winkel des AADH« mit denen des ACßB wird 
dann vermittelt durch das Kreisviereck ADJIaC. Es ergiebt sich 
A DAHa = ßCB, A DH«A = ßCA = ßBC. 

2. (Cr). Dieser Beweis stützt sich auf die Berechnung des 
Verhältnisses, in welchem die Seite AB durch die Scheitellinie 




6 



§ 2. Geometrische Beweise der Grundformel. 




Cß geteilt wird. Fällt man AD und BEj.Cß, so verhält sich 

(Fig. 8) 

(X) Aßy : Bß^ = AD : BE. 

Da ein direkter Vergleich von AD und BE 
nicht angängig erscheint, so suche man ein 
Zwischenglied. Der Umstand, dass in dem 
rechtwinkligen A ACD Z. ACD = co und 
dass L, BAß ebenfalls = co ist, legt es nahe, 
BFj_Aß zu ziehen. So ergiebt sich 

(ja) ad : BF = 6 : c. 

Um BF mit BE zu vergleichen, ziehe man 
EF. Das Kreisviereck BEßF, in welchem 
Z- BßE = y, Z. BßF = /? ist, lässt dann die 

Ähnlichkeit der Dreiecke BEF und ABC erkennen und verhilft 

somit zur Proportion 

(v) BF : BE = 6 : c. 

Aus (X), (ja) und (v) folgt * 

Aß^:Bß^=5^c?^*) 

also für Aß = n die Gleichung 

n\ c — n = P :c^, 

die entweder sofort in die dritte der Gleichungen (a) verwandelt 
oder folgendermassen umgeformt werden kann: 

n b' 



(bj 





c 




6'+c» 


> 




n 
T 


= 


bc 






6'+c' 


5 




b 
n 


= 


L + ± 

c ^ b 


} 


sin(a+ 


«,) 




•sinjS 1 


siny 


smo) 






smy 


sinj? ' 


sin(a4- 


«,) 




sin(a+^) , 



sin(aH-y) 



smo) 



sin^ 



smy 



•) Analog ist BÖ^ : CÖ^ = c« s a\ CQ^ : AQ^ =« a? i h\ 



§ 3. Die. übrigen Formeln für coto). 



sina(cota)H-cota) = sina(cotj?H-cota)-hsina(cotyH-cota), 

cot CO = cota-H'cot/J-f-coty. 
Zusatz, Der Zusammenhang der Gl. (bj oder der gleich- 
wertigen 

8in(a+a)) b^-^c^ 

~ bc ' 



(b) 



smo) 



sin(;9+ca) c^ 



sm CO ca 

sin(y+co) a^-^-b^ 



sm CO ab 

mit den Gleichungen (a) wird durch Subtraktion ersichtlich. 



§ 3. Die übrigen Formeln für cotc 



3) cot CO = 



a'+6' 



4A 



(Cr). 



Folgt aus 1) mit Rücksicht auf cota = 



4A 



und 



die entsprechenden Werte für cotj9, coty. Oder aus Gl. (a), wo- 
nach 

sinacoto) — cosa ^ -7—, 



— a»+6'4-c 



smacotco = ^fc + ^67 

Auch aus (b), noch einfacher 
durch Addition zusammengehöriger Glei- 
chungen (a) und (b) ergiebt sich die 
Formel. 

Geometrischer. Ben^eis (J). Fällt 
man (Fig. 4) von ß auf die Seiten die 
Lote QQa, ßßö, ßßc und bezeichnet ^ 
BQa mit «1, Cßö mit i, , Aßc mit c,, 
so ist 



ist. 




^ /4 



al^bl-hcl = (a-aj+(b--b,y+(c-c,)\ 
aa,+bb^-hcc^=i(<^'-\-f>'+c'). 



Nun ist 



8 



§ 3. Die übrigen Formeln für cotw. 



a^ = QQaCOta), 6j = ßßftCOtco, C^ = ßßcCOto), 

mithin ergiebt sich die Behauptung. — 

,sina''+8in/9'+siny' ^ . 

4) cot CO =^ ;^p^ r^^-— ^ (Cr). 

^ " ZsmasmjSsiny 

Diese Formel erlaubt unmittelbar die Darstellung von Ssina' in 
Form eines Produktes. — 

.. . 2sina''4-2sini9»+2siny' ^ . 

5) coto) = — r-ö — . ' OD , ' o (B^)- 

^ sm2o:4-sin2/?+sin2y ^ ^ 

Die Formel 

sin2a-|-sin2j94-sin2y = 4sinasin/9siny, 

welche 5) in 4) überleitet, resultiert am einfachsten, wenn man 
A ABC durch Umkreisradien nach den Ecken ^zerschneidet und 
die Inhalte der Teile berechnet. — 

asina-f-6sin/94-c?siny 
acosa- 



^ '•'^'^""'^-6cosj5+c?cosy ^ '^' 



7) cot CO =*) 



1, 1, 1 

sina^ sin^', siny' 
sin«, sinjJ, siny 



(F> 



1, 1, 1 

sina', sinjS^ siny' 
cosa, cos/9, cosy 

Beweis. Aus sin (ß — co) : sin(y — co) = sin ß^ : sin y' (§ 1, 
Zus. 2) folgt 

sinj5'cosy — siny'cosj^ ^ 
sin/S^siny — siny*sinjS ' 

' durch .zyklische Verwechslung ergeben sich zwei andere Werte für 
cot CO und aus allen dreien die Behauptung unter Anwendung des 
Satzes: Ist 1:1' =^ m:m' = n:n' = ^, so ist auch l-\-m-i-n: 
V+m'^v! = ?. — 



cot CO 



*) 1^, 

a, 6, c 

«1> *1) c„ 



y I heisst eine Determinante zweiten Grades und bedeutet 
heisst eine Determinante dritten Grades und bedeutet 



I ^2> C» I I «^2) «2 I I 02» ^2 I 



§ 4. Die anderen Funktionen des Brocardschen Winkels. -Q 

8) cot(ü===^(^cot|-cot-|-cot-|-+cotytg-|^tg-|- 

+cot|^tg|-.tg^ + cot|-tg-Jtg-|^) (F). 



Jcota = Icos-^ sm-s-l:siii-2-cos-^ = cot-^— tg-^-, also 



2cota) = 2cot-^ Stg-^, 



oder, da 2cot-|- = ncot-|-(d. h. coty cotj^cot^j ist, 
4cota) = ricot-^+2cot-^— 22tg~-- 



Nun ist 



e..|-.g|-<=c.t|-(l_,g±*|-.,|.„i) 



a 5 y 



Vcot|-22tg|- = Icot|-ig|tg| 



§ 4. Die anderen Funktionen des Brocardschen Winkels. 
9) coseco)^ = coseca*+cosec/9'+cosecy' (Cr). 

Erster Beweis (Cr). Aus 1) 
ergiebt sich durch Quadrieren 

cot 0)^ = cota^+cot/5^-4- coty^H-2, 

l+cota)^ = (l+cot«')+(l+coti90 
+ (l-|-cotyO. 

Zweiter Bev)eis (Fig. 5). 

AßBC ßß« ßß« Bß« sin 0)2 




a. (Gr) 



AABC 
AßBC 



Aß« Bß^ ' Aß« sinjS*'^ 

Bßsino) 






sinco' 
sinj9 



3 J 



10 § 5. Aufgaben. 



'^' ^ ^' AABC ~ AßAB ■ AABC "~ c.AQ " a.c 



c' sin/S' 

Entsprechende Werte ergeben sich für . „„. , p.p -, und 

schliesslich durch Addition die Behauptung. 

Zusatz. 2 — 5- = . ■■ . — »- • 
a 4r sino)' 

10) sin CO = ^^ (Gr). 

11) cosco = a'-H^'4-c' g . 

10) ist am einfachsten aus 9), 11) aus 3) und 10) herzuleiten. 

12)cot2co= ^^-;ttX') (^"^ 

§ 5. Aufgaben. 

1. Aics der Proportion 

siii(]J — co) : sin(y — co) = sin]?' : siny' 

die Crrundformel 1) herzuleiten, 
Auflösung, 

sin(jJ — co) sm(y — co) smß siny 

sinj^sino) * sinysinco sinysina " sinasinj? ' 

cot CO — cotjS coty-l-cotcc 

cot CO — coty cota+cot/? 

Die Differenz der Zähler ist hier gleich der Differenz der Nenner; 
das ist nur unter der Bedingung möglich, dass der gemeinschaft- 
liche Wert dieser Differenzen gleich Null ist. 

2. Unter welcher Bedingung sind AB, AQ, AQ', AC vier har- 
monische Strahlen? (En). 



*) Dreiecke, deren Winkel an den Spitzen gleich oder supplementär sind, 
verhalten sich wie die Produkte der diese Winkel einschliessenden Seiten. 



§ 5. Aufgj^ben. 11 

Auflösung, sinco : sin(a — 2a}) = sina : sino), 
sm(a — 2a})sma = sinco^, 
8in[(Ä — co) — a}]sm[(a — a))4-a)] = sino)', 
8iii(a — 0))' = 2sina)', 
a* = 2bV. 
3. Gegeben a und co; ^5 sott rf*ß Gestalt des Dreiecks bestimmt 
werden, 

I. Geometrische Lösung, Durch a und co sind die Richtungen 
von AB, AQ, AC bestimmt. Wählt man Punkt C beliebig und 
legt an AC in C Z- oo an, so erhält man Punkt ß. Die dritte 
Ecke B auf dem anderen Schenkel des Z. A liegt dann auf dem 
Kreise, der AC in öfberührt und durch C und ß geht. 

Dieser Kreis ergiebt im allgemeinen zwei Schnittpunkte B, 
B, ; gleichwohl hat die Aufgabe nur eine Lösung, sintemal die 
Dreiecke ABC, ACB, ungleichwendig ähnlich sind. Durch a und 
o) ist also die Gestalt eines Dreiecks vollständig bestimmt, 
n. Trigonometrische Lösungen, 1) Aus 
cotj3-|-coty = coto) — cot«, 

cotjJcoty = 1 — cot a (cot 0) — cota) 
ergiebt sich zur Berechnung von cot j3, coty eine quadratische Gleichung. 
2) Nach (a) ist 

sinÄsiny = , , . . 
^ sm(a — co) 

hieraus und aus cosa = sinjJsiny — cosjäcosy gewinnt man 

sino) — sinacosacoso) 

costfcosy = ;— 7 ^^ , 

^ sm(a — 0)) 

sin 0} — sin a cos (a + co) 



cos(i9— y) = 
3) Nach (b) ist 



sin(a — co) 

sin/9'+siny* sin(a+co) 

sin/Ssiny sinco ' 

quadriert man diese Gleichung, subtrahiert beiderseits 4, radiziert 
und bedenkt, dass 

sinjS' — siny^ = siri(j3 — }')sina 
ist, so erhält man mit dem Werte für sinjJsiny unter 2) 



siQce 



sin(5 — y) == db —v—z r- VsinCa+co)' — 4sincü^ 

^ ^ sm(a — co) ' ^ ^ 
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§ 6. Zeichnung des Brocardschen Winkels. 



Überführung der zweiten Auflösung in die dritte, oder um- 
gekehrt! 

4. Gegeben ß — co = tj, y — m = f ; gesucht a, 
Auflösung, sinj^-f-siny : smß — siny = cot^a : tg^(ß — y). 
Nach der Emsmannschen Formel (§ I, Zusatz 2) ist 



sin/? : siny = ysinij : j/sinf; 
mit ß — y = ri — f ergiebt sich dann 

.a l/sini7 -hl/sin f . ,. ... 

coty = -Vit — r=- '^siCv-O- 

j/sini^ — Vsinf 

Anm. Die Bestimmung von /?, y aus «, ß — w Tührt zu einer kubischen 
Gleichung. 



§6. 



Fig. 6. 




Zeichnung des Brocardschen Winkels. 

1. Errichtet man (Fig. 6) am AABC 
auf BC in B, auf CA in C wwd ai(/ AB in 
A Lo^^, so entsteht ein dem A ABC ähnliches 
ALMN, dessen Seiten zu den homologen des 
ersteren im Ve^'hältnisse cotco : 1 stehen (Cr). 

Beweis, 



YJ = a 



coto). 



MN = csinjS -f-acoty 

= a( . ^^^r ^ 4-coty| 
Vsmasinp >/ 

— Daraus die Konstruktion: CQ||BN, NQ|1BC: 
^QMN = co(Br). 

2. Zeichnet man APQR aus PQ = asina, ^LPQR = 2R— a, 
QR == tsiny, so ist Z.P = oo (Cr). 

3. Trägt man auf AB die Strecke AD = BC ab, zieht BE||DC 
bis zum Schnitte mit AC, ferner EF||AD, I)F||AE, so ist AFAD 
= CO (Sl). — Besonderer Fall: Das gleichschenklige Dreieck mit 
der Spitze B. 

4. Zieht man (Fig. 7) durch A die Parallele zu BC und in 
C die Umkreistangente, welche die Parallele in D schneidet, so ist 
Z- DBC = CO (Br). — Besonders einfach gestaltet sich diese Kon- 
struktion für ein rechtwinkliges AABC mit dem rechten Winkel beiA. 
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Die Konstruktionen 2, 3 und 4 beruhen auf dem aus Gl. (a,) 
zu folgernden Satze: Zeichnet man ein Dreieck , in welchem zwei 
Seiten sich wie a^ : bc ver-- ^. _ 

halten und den Z.2R — a . 

einschliessen , so ist der der ^^K ^ ^\. ^^^/^ 

zweiten Seite gegenüberlie- / / \ \^-/^^^/ 

gende Winkel gleich demBro- I q j _ ^ ^y\ / 

cardschen Winkel des A ABC. [ /j\ ^.'''p\ / 

5. Zieht man (Fig. 7) \L^y<^l \ / 

durch Gy die Antiparallele*) v l^^——^^ \^ 

zu AB rücksichtlich des Z. C, ^^^ _x^ 

welche BC in E schneiden 

möge, so ist Z.G^EC = oo (Ar). — Dies ist die Konstruktion 4 in 
ihrer Anwendung auf das Mittendreieck GaG^G^. 

6. Trägt man auf einer Geraden LX in derselben Richtung 
Strecken (LA',) LB', LC ab, welche proportional den Quadraten 
der entsprechenden Seiten des AABC sind und macht 

(Z. XA'D = «,) Z. XB'E = ß, ^ XC'F = y, 

so schneiden sich (A'D,) B'E, C'F in einem Punkte T, so dass 
Z. TLX = 0) ist (Lt). 

Beweis. LB' : LT = sm(ß—X) : smß (A bedeutet Z. TLX), 
LT :LC' = siny:sin(}'— A), 
W : LB' = siny' : sinjS^ 
Multiplikation dieser Gleichungen fuhrt auf § 5, 1. 

um hiernach to zu konstruieren, ziehe man in A die Um- 



*) Zwei gerade Linien heissen nach Leibniz antiparaUel (a\\) bezüglich 
eines Winkels, wenn sie von demselben zwei ungleichwendig ähnliche Dreiecke 
abschneiden, d. b. zwei Dreiecke, bei denen es nicht möglich ist» durch irgend- 
welche Verlegung in ihrer Ebene alle entsprechenden Seiten in parallele Lage 
zu bringen. — Die Endpunkte zweier Antiparallelen liegen auf einem Kreise. 
Die Halbierenden der Winkel zweier Antiparallelen sind parallel den Halbie- 
renden des Winkels und seines Nebenwinkels. — Zwei Höhen eines Dreiecks 
sind antiparallel mit Beziehung auf den dritten Dreieckswinkel; die Verbin- 
dungslinie ihrer Fusspunkte ist antiparallel zur dritten Seite. — Alle Anti- 
parallelen zu einer Dreiecksseite sind parallel zur ümkreistangente in der 
gegenüberliegenden Ecke. 
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kreistangente, welche BC in L schneiden möge. Darauf ver- 
binde man C mit dem Punkte, wo AB von dem Mittellote auf 
a getroffen wird, und bringe diese Verbindungslinie zum Schnitte 
mit der Parallele durch B zu CA. Heisst der Schnittpunkt T, so 
ist Z. TLB = w. 

7. Legt man an einer Geraden LX nach derselben Seite hin 
die Strecken a, 5, c als LA', LB', LC unter den Winkeln a, ß, y 
an und verbindet den Schwerpunkt G' des A A'B'C mit L, so ist 
^G'LX = 90'— 0) (N). — Für den Beweis s. F. 6). 

Anm. Zwei weitere Konstruktionen für w, welche zugleich den Punkt 
Q bezw. Q' liefern, s. § 12. Die erste von diesen folgt übrigens unmittelbar 
aus dem in der Einleitung über die Grosse der Winkel AQB, BQC etc. Ge- 
sagten. 

§ 7. Der Brocardsche Winkel in den bekannten Arten 
des Dreiecks. 

1. Im gleichseitigen Dreieck ist coto) = j/3, co = 30^. Muss 
nun auch umgekehrt ein Dreieck gleichseitig sein, wenn sein Bro- 
cardscher Winkel 30' beträgt? Die Gl. (b) (§ 2) gewinnt unter 
dieser Voraussetzung die Form 



sin(«+30») = i(y + y), 



welcher nur mit b = c und a = 60° entsprochen werden kann. 

2. Im gleichschenkligen Dreieck mit der Spitze A ist 

sm(a-\-co) = 2sina). 

Folgt aus Gl. (b); co ist also der Winkel zwischen der Mittellinie 
des einen Schenkels und dem anderen Schenkel. Ist co gegeben, 
so ist a zweideutig bestimmt; ist nämlich sin(a,4-co) = 2sina), 
so ist auch sin [(180° — ojj— 2co)+co] =2sinco. Es haben daher 
die beiden gleichschenkligen Dreiecke, die zu demselben co ge- 
hören, zwei Winkel an den Spitzen, deren Summe = 180° — 2(ß 
ist. — Die Auflösung der Gleichung sin(a-+-co) = 2sinco ergiebt 

, 2—cosa .„ . 

cot CO = -, C-Ho). 

sma 

3. Im rechtwinkligen Dreieck mit dem rechten Winkel bei A ist 
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coto) = 2cosec25 = 2cosec2y = ^— = h^-. 

^ bc c 

Die Gestalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist durch seinen Bro- 

cardschen Winkel bestimmt. Im gleichschenklig rechtwinkligen 

Dreieck ist cotto = 2, a) = 26°33',9; dieses ist der grösste Wert, 

welchen co im rechtwinkligen Dreieck erlangen kann. 

4. Im spitzwinkligen Dreieck ist cotco kleiner y im stumpf - 
tvinkligen grösser als 2cosec2rf, wo d irgend einen der Winkel des 
Dreiecks bezeichnet (Eh). 

Beweis. Sind a, j3, y spitze Winkel, so folgt aus 

cosa = sinjJsiny — cos/Jccsy, 

, ^ • n • 1 ^ 1 sin« ^ sina 

dass cosa<:sm5smy, > - n - > > . ^ . — , 

'^ cosa smpsmy cosa smjSsmy 

tga>cotjS+cot}', tga4-cota>>cota), also cota)<:2cosec2a ist. 

Dieselbe Schlussweise ist gültig, wenn man von einem der beiden 
anderen Winkel ausgeht. — Ist a stumpf, also cosec2a<:0, so 
ist der Beweis nur für die spitzen Winkel zu erbringen. Man 
schliesst dann aus cos y = sina sin j9 — cosacosjS und cosa<:0, dass 
cos /> sina sin j9 sein muss und gelangt in analoger Weise wie 
oben zur Behauptung. Aus cotco >>tgyH-cot}' ist dann zu ent- 
nehmen, dass im stumpfwinkligen Dreieck cota}>2, a)<:26°33',9 
(Ss), während im spitzwinkligen Dreieck co an diese Grenze nicht 
gebunden ist. 

§ 8. Dreiecke, für welche eine einfache Beziehung 
zwischen co und einem Dreieckswinkel gegeben ist. 

1. Die Bedingung dafür, dass im AABC co = -^ sei 

(A, Q, Q' in einer Geraden liegen), ist a^=^bc (Ha). Folgt aus 
Gl. (a). Ist CO gegeben, so hat man zur Bestimmung von ß und 
y die Gleichungen (s. § 1, Gl. a^) 

sin(/9— co)sin(y— co) = sinco', (jj— co)-f-(y— co) = 2R— 4co = 2A. 
Hieraus ergiebt sich durch Elimination von y 

sin[— (/9— co)]sin[2A—(/S— (o)] = — sinco^ 

sin[(A— /?+co)— A]sin[(A— j5+co)-|-A] = — sinco', 

sin(A — ß+(xiy = sinA* — sinco' = sin(A+co)sin(A — co); 
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wird dann A durch seinen Wert R — 2a) ersetzt, so folgt 
cos(/3-|-a))' = coscocosSco (F); ebenso ist 
cos(}'+a))' = cos cü cos 3a) 

wegen der symmetrischen Natur der Gleichungen. — Ist umge- 
kehrt ß oder Y gegeben, so erhält man m vermittelst einer Glei- 
öhung vierten Grades. 

2. Die Bedingung dafür, dass im A ABC a) = -s- sei (AQ. 
AQ' den Z-A in drei gleiche Teile teilen), ist 

bV(b'+c') = a'—2a'b'c' (Le). 

Kann aus Gl. (a) gefolgert werden. 

3. Die Bedingung dafür, dass im A ABC a) = 90'— a (CQ ± AB) 
sei, ist 

6*+^* = a'(J»+0 (I'e). 
Beweis. Die Gleichungen (a) und (b) liefern unter der an- 
gegebenen Voraussetzung 

cos2a) a^ 1 b^-+-c^ 

sina) bc ' sino) bc ' 

die zweite Gleichung giebt 

1 ^ (b'+cy 1— 2sina)' ^ b'-j-c' 
sino)^ 6V ' sino)^ 6V* 

Dieses Ergebnis vergleiche man mit demjenigen, welches durch 
Multiplikation beider Gleichungen entsteht. 

Interessant ist die goniometrische Form der Bedingungsglei- 
chung. Aus 



cosa sinj^siny 

ergiebt sich durch Subtraktion der Zähler und der Nenner das 

COSä 

neue gleiche Verhältnis , aus diesem und dem zweiten 

cos/Scosy 

durch korrespondierende Addition -r^ r-: somit ist 

cos(ß—y) 



cota' = cot/Scoty; 

« 1 cos2a) 

ferner y- ^ = — -. 

cos(jS — y) smo) 



(n 
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Da, ß-hy = 90^+0) ist, so hat man zur Bestimmung von ß und y 

sin(2iJ-a)) = sin(2y— 0)) = -^^ (F). 
^ '^ ^ ^ cos2o) ^ ^ 

— Ist umgekehrt ß oder y gegeben, so gewinnt man cotco als Wur- 
zel einer kubischen Gleichung. 

4. Die Bedingung dafür, dass im AABC cotco = 2 cot a sei, 
ist 6^-f-c' = 3a' (cf. § 3). Unter derselben Voraussetzung ist 

cotjS+coty = cot«, cotjJcoty = 1 — cota(cotj9+coty). 
Bei fest gewähltem a liegt A auf dem Kreise um 6« durch 
die entfernteren Ecken des über a errichteten Quadrates; denn 

5. Die Bedingung dafür, dass im AABC cotco = 3cota sei, 
ist b^+c^ = 2a\ (Ar). 

Beweis. Aus 

Scota = cota+cotÄ-hcoty folgt 2cot« = , — oder 

'^ ° sm|9smy 

CL 

2cosa = -y — , 2fccosa = a', also i'+c' = 2a'. 
oc 

Goniometrisch: cos2/?+cos2}' = 2cos2a (N). Zur Bestimmung von 

ß oder Y aus co oder umgekehrt dienen die Gleichungen 

cotjJ-hcot}' = fcoto), cot/Scoty = 1 — f cotco'. 

Bei fest gewählter Grundlinie a ist der Ort der Spitze der 
Kreis um G« mit einem der Höhe des gleichseitigen Dreiecks über 
a gleichen Halbmesser; denn 4(^ay3)'+a' = 26'+2c'. 

Ein Dreieck wie das vorliegende, in welchem die Kotangente 
eines Winkels das arithmetische Mittel der Kotangenten der drei 
Winkel ist, ist seinem Mittelliniendrei- Fig. 8. 

ecke ähnlich (Ar); denn es verhält sich 

2 6'4-2c'— a':2c?'4-2a'— J':2a'4-2i'— c' 
= 3a' : 3c' : 3i', also 

Verlängert man daher (Fig. 8) GG« um 
sich selbst bis G' und zieht G'C, so ist 
^G'CG = a, ZCG'G = /9, ZG'GC = y, 
woraus ftlgt, dass G' auf der Peri- 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. 
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pherie des Umkreises gelegen ist. Da 6 die Mitte von AG' ist, 
so erkennt man des weiteren, dass AG auf der Eulerschen Ge- 
raden OG senkrecht steht; daraus ergiebt sich dann ein einfaches 
Mittel, in einen gegebenen Kreis ein Dreieck der vorliegenden Art 
zu zeichnen. 

§ 9. Das Maximum des Brocardschen Winkels. 

1. Die Cr^//^che Gl. (b,) des § 2 erlaubt den Schluss, dass 
sin(a-+-a))^ 2sina) ist. Dieselbe Beziehung muss für jeden Drei- 
eckswinkel statthaben. Bezeichnet daher d irgend einen der Drei- 
eckswinkel, so ist 

sina}^^sin(<J-|-a)), sinco^-J-, co^30^ 

Zusatz. Die Punkte Q und Q! liegen ihrem auf eine der 
Dreiecksseiten bezogenen Spiegelpunkte näher, als letzterer der- 
jenigen Seite, in deren Endpunkt der Scheitel des Z.2a) liegt. 

2. (cotjJ— coty)'+Ccoty— cota)'4- (cota— cot/9)'= 2(cota}'— 3), 
folglich cota)'>3, cota)>"|/3, o)<30° (F). 

3. In cotco = cotaH-cotjS-t-cot}' = cota-hcotj5 — cot(ci:-|-jS) 
handelt es sich für a = const. um das Minimum von 

4-0 t/^ t o\ sina 2sina 

cot/J — cot(a-f-5; = . ^ . ^ rr- = 7 -zr— . 

^ V r^ sinjJsin(a-4-j3) cosa— cos(a4-2jS) 

Das Maximum des Nenners findet statt, wenn cos(a-h2j9) = — 1, 
a-\-2ß = 180^, y = ß ist. Bei konstantem a wird also o) ein 
Maximum, wenn das Dreieck gleichschenklig ist mit dem Winkel 
a an der Spitze. Es fragt sich daher, unter welcher Bedingung 

cota-+-2cot^90°— -^j = cota-|-2tg-|- = |tg-|--|-icot-|- zum 

Minimum wird. Da aber das Produkt der beiden Summandea 
konstant ist, so wird das Minimum der Summe sich ergeben, wenn 

beide Bestandteile gleich sind*), wenn also tg-^ = ^, a = 60® 

ist. Weil nun das Dreieck gleichschenklig nach B und C ist, so 
muss es gleichseitig sein mit co = 30® (Br). 



*),+f = {y^-yZJ+2yf. 
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§ 10. Die Grenzen der Dreieckswinkel bei gegebenem co. 

1. Aus den Gleichungen (b) (§ 2) ergiebt sich, dass für ein 
beliebiges zwischen und 30° gelegenes co der Winkel rf, der Re- 
präsentant irgend eines der Dreieckswinkel, seine extremen Werte 
erlangt, wenn 

sin(rf+a)) = 2sina) 

ist, wenn er also Winkel an der Spitze eines gleichschenkligen 
Dreiecks mit dem Brocardschen Winkel co ist. Die beiden hohlen 
Winkel d^ und J^, rf, <:dj, welche vorstehender Gleichung genügen, 
sind (§ 7, 2) verbunden durch die Relation 

rfl+co+J2+co = 180^ d,-hS^ = 180'—2a). 
Es ist beispielsweise für 

CO = 10°: rf, = 10° 19',3, rf, = 149° 40',7, 
(0 = 20°: (J, =23° 9',6, rf, = 116°50',4, 
CO = 29°: rf, =46°50',4, J^ = 75° 9',6, 
während (§ 7, 1) für co = 30° die beiden Grenzen mit 60° zusam- 
menfallen. — Für die Konstruktion von S^ und d^ aus co s. § 7, 2. 

2. Handelte es sich im § 7 darum, die Gleichung sin((J~f-co) 
= 2 sin CO nach co aufzulösen, so ist jetzt umgekehrt d in seiner 
Abhängigkeit von u) darzustellen. Aus 

sin((J-|-co) 2 « , , 

. \ . — - = -7— j- folgt 
smcJsmco smJ 

(cotrf+cotco)' = 4(cot(y'+l), 

cotrf^ — f cotcocotrf — ■J-(cota)* — 4) = 0, 



cot^i = iCcotco+2ycotco'— 3), 

cotJ, = Kcotco— 2ycotco' — 3) (N). 
Dieselbe quadratische Gleichung für cotrf muss sich auch ergeben, 
wenn man die Diskriminante der in § 5, 3 II 1) erwähnten Glei- 
chung gleich Null setzt. — 

Zwischen Jj, S^ und co lassen sich eine grosse Zahl einfacher 
und eleganter Beziehungen auffinden; die wichtigsten derselben 
sind in den Nummern 3—5 zusammengestellt*). 

3. sinrfiSinrfg = 3sinco^, cosJjCosrfg = ösinco^ — 1. 

*) Bezüglich anderer, z. T. weiterer Ausführungen vergl. McCay (1885), 
Simmons und Fuhrmann (1889). 

2* 
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Beweis. Aus 2 folgt cot Jj+cot J, = f cotco, 

sind, sind, * 

sinJiSindj = 8m2a) : f coto) = Ssino)'. 
Aus 1 folgt cos(d,+dj) = 2sma)'— 1, 

cosdjcosd, = 3sma)'+2sin(o' — 1 = ösinco' — 1. 



a. cos 



(4— y) = 28m«, (88), 



b. cos-^cos-^ = Isinco, sin-^sm-^ = ^sino) (l^J, 

c. tg A_ tg A. = I = tg30ng30» (Ho). 
Beweis, Aus 3 folgt cos(di — d,) = 8sino)'— -1, 

2cos(^^ — -|-)' = 88iiio>>, 

cosl-^^ 2") =2sina). 

Hieraus und aus ^^^("9""^~9~) ^^ ^^^^ ^^^ ergiebt sich das 



Weitere. 



d* d 

5. cot "2 2cotcocot-2-+3 = (Mc). 

d d 

Beweis. Nach 4 ist cot -^ cot -^ = 3, ferner ist 

. <»i ^ .^2 ^'""Vä "^2; 2cosa) ^ , 

cot-^+cot-^ = ^ j — = —. = 2cota); 

2 2 . d, . d, smo) 

sin -^ sin -^ 

d d 

demnach sind cot-—, cot-^ die Wurzeln der angegebenen Glei- 
chung. Die' Auflösung derselben ergiebt 

COt-^ = COtüO-f-yCOtO)* — 3, COt-^ = COtcO — y cot CO* — 3. 
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§ 11. Darstellung nach a, jJ, y symmetrischer Funktionen 
eines Winkels y vermittelst des Brocardschen Winkels. 



j ^8m(«-y) _g^^^ sinCco-y) 
sma sinco 

Beweis, 2 ^4 ^ = Scoscp — 2cotasincp 

sma 

== 3cosy — cotcüsin^) 

^ . sincocoscp — cosoosincp 

= 2coscpH ^ ^• 

smo) 

D • • 7 IN V sin(a— 0)) „ 

Beispiele. 1) cp = co. z ^ ^ = 2cosa): 

^ ^ ^ sma ' 

oN V sin(a-+-a)) 

2) cp = — 0). 2 ^4 ^ = 4cosa); 

^ ^ sma ' 

3) «, = «,-90». 2 cosCa-co) ^ l+28ina>» 

sma smo) 

cos 3 Ol 



yi\ OAO V cos(a-|-w) 2c 
4) 9 = — CO — 90 . 2 ^ — = — r 



sina sin 2 Cd 

r^ v^ . • / X « cosCw-j-o)) . . ^ . 

2. 2 sinasmfa — cp) = 2 ^ ^-^smasmÄsmy. 

^'^ smai r / 

Beweis. 2sinasin(a — y) = Zsina'.cosy — 2 sina cos a. sin 9) 

=*) 2nsina.cotcücosy — 2nsina.sin9. 

n ' 1 IN V • • / \ 2cos2ct> . ... 

Betsptele. 1) 2smasm(a — w) = — -. sinasmÄsmy: 

^ ^ smcü ^ " 

2 

2) 2sinasin(a-|-ca) = — ; sinasinÄsiny; 

^ ^ "^ smca ^ 

3) 2sinacos(a — (o) = 4coscasinasinj5siny; 

4) 2smacos(a+w) = (N). 

Die letzte Formel erlaubt den Schluss, dass von den drei Winkeln 
a-h(o, ß+w, y+w mindestens einer ein spitzer und mindestens 
einer ein stumpfer ist, abgesehen von dem speziellen Falle, dass 
alle drei Winkel gleich, also Rechte sind. 

3. i;sinasin(j9 — 9)sin(y — gi) 

2sivL0) — sin(2cp — w) . . ^ . 

= -. — ^-^^ ^smasmÄsmy. 

smct> r » 

Beweis. sin(/9 — 9)sin(y — 9) = sin/Jsinycosy'' 

+cosj9cosysin9)^ — sinasinqpcosy; 



*) Vergl. die Bemerkungen zu den Formeln 4) und 5) im § 3, 
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üsmasiaj^sin/cos^)' = Ssinasinj^sin/cos^)^, 
Ilsinacos/^cos/sin^)' = sLüasinj^siD/siQ^)^ 
2sma^sin(pco»(p = 2sina8inj?8in/cotco8in9)cos9). 

Die Gesamtsumme ist demnach gleich 

(2+co82y — cota;sin2y)sinff8iiij5siny. — 
Beispiele, 

1) 2sinasin(j3 — w)sin(y — oi) =. sinasinjJsiny (N); 

2) 28ina8in(]J+co)sin(y-|-w) = (l4-4cosw')siiia8inj3siny; 

3) lsmacos(ß — w)cos(y — w) = SsinasinjJsiny; 

4) 2sinacos(jS-|-w)co8(y-|-ai) = (4sinw' — l)sinasinj3siiiy. 

4. sin(a — 9)sin(j5 — 9>)sm(y — y) 

a . sin(ai — q>) . . ^ . 

= sm flp'H ^ ^^ sinasm Äsiny. 

^ smw ^ 

Beweis. Ebenso wie bei der vierten Herleitung der Grund- 
formel ergiebt sich für die linke Seite der Wert 

risina.cos^) — Rcosa.siny — ^-(siny-l-sinSy) 
= nsina.cos9 — Ilcosa.sin^) — sinycosy^ 
Nach Formel 2) (§ 1) ist nun 

ricosa = Hsina.cota) — 1. 
Dies einsetzend erhält man 

nsina(cos9) — cotcösiny)+sin5p(l — cos^)'). 
Beispiele. 

1) nsin(a — w) = sinw' (Grundgleichung); 

2) nsin(a+«) = 2 sin a sin /9 sin y cos w — sinw' 

= sinw(sina'+sin/?'+siny^ — sinw'); 

o\ n / \ sinasin/9siny , 

3) llcosfa — wj = r-^- cosw'; 

^ ^ smw ' 

A\ n /IN sinasinj^siny ^ » 

4) ncos(a+co) = r— ^- — =-cos2w— cosw'. 

^ ^ ^ smw 

Anm. Die Aufdeckung des Zusammenhangs der vorstehenden Formeln 
sowie ihre Verwertung zur Ableitung weiterer Beziehungen sind lehrreich und 
nicht ohne Interesse. Auch lassen sich einige der speziellen Formeln mit Hülfe 
früherer Gleichungen noch leichter beweisen; so folgt Beispiel 1) der No. 3 
sofort aus Gl. (ag) und den zyklisch verwandten bei Rücksicht auf F. 9). — 
Die allgemeinen Formeln, welche meines Wissens noch nicht veröffentlicht 
sind, finden späterhin Anwendung; bezüglich der Beispiele und anderer For- 
meln sei auf Fuhrmann (1887) verwiesen. 
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Zweites Kapitel. 

Die Brocardschen Punkte. 

Einleitung. 

Die in der Einleitung zum ersten Kapitel bezeichneten Bro^ 
cardschen Punkte ß, Q' zeigen eine bemerkenswerte Analogie zum 
Höhenschnittpunkte H. Während von diesem aus die Seiten unter 
Winkeln gesehen werden f welche den jeweils gegenüberliegenden 
Dreieckswinkeln supplementär (bezw. gleich) sind, erscheinen von 
jenen aus die Seiten unter Winkeln, welche den jeweils zweiten 
bezw. ersten der anliegenden Winkel zu 2R ergänzen; dabei wird 
die Reihenfolge der einer Seite anliegenden Winkel durch die nor- 
male Umlaufsrichtung ABCA bestimmt. Dieser Richtung folgt 
man auch, wenn man die gleichen Winkel ÖAB, QBC, QCA von 
Q aus umläuft, weshalb man Q als den ersten^ seinen Winkel- 
gegenpunkt Q\ für welchen Z.ß'AC = Q'CB = fi'BA ist, als den 
zweiten Brocardschen Punkt bezeichnet. In engem Zusammen- 
hange mit der Konstruktion der Brocardschen Punkte durch Kreis- 
bogen über den Seiten nach innen steht eine zweite mit Hülfe 
von Dreiecken, welche den Seiten nach aussen hin aufgesetzt und 
dem Urdreiecke in bestimmter Ordnung ähnlich sind. Zur näheren 
Erforschung der Natur der Punkte gehört dann die Betrachtung der 
Dreiecke, welche vermittelst ihrer Scheitellinien gebildet werden, die 
Darstellung ihrer Entfernungen von den Ecken und Seiten, die 
Vergleichung ihrer Fusspunktendreiecke untereinander und mit dem 
Urdreiecke. Fragt man nach denjenigen Scheitellinien, welche mit 
den durch ß und ß' gezogenen möglichst einfach zusammenhängen, 
so sind dies neben den Winkelhalbierenden vor allem die Gegen- 
mittellinien d. h. diejenigen Scheitellinien, welche mit den Hal- 
bierenden der Dreieckswinkel dieselben Winkel bilden wie die 
entsprechenden Mittellinien. Die genaueren Lagebeziehungen end- 
lich zwischen den Brocardschen Punkten, dem Umkreismittel- 
punkte und dem Grebeschen Punkte K, dem Schnittpunkte der 
Gegenmittellinien — Oß'Kß zugleich Deltoid und Sehnenviereck — 
resultieren aus dem Vergleiche des AABC mit kongruenten oder 
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ähnlichen Dreiecken, zu deren Betrachtung die Brocardschen 
Punkte und der Brocardsche Winkel naturgemäss hinleiten. 

§ 12. Erzeugung der Brocardschen Punkte. 

1 . Beschreibt man durch je zwei Ecken eines Dreiecks Kreise, 
deren jeder die jedesmal folgende Seite berührt, so schneiden sich 
diese Kreise in Q; berührt dagegen jeder Kreis , die jedesmal vorher- 
gehende Seite, so schneiden sich die Kreise in Q' (J). 

Beweis, Der Kreis xi, (Fig. 9) 
durck A und B, welcher BC (in 



Fig. 9. 




B) berührt, schneide den Kreis 

Xc durch B und C, welcher CA 

berührt, in X. Dann ist Z. XAB 

= XBC und ZXBC = XCA, 

folgUch auch Z.XCA = XAB 

d. h. der Kreis durch C und A, 

welcher AB berührt, geht durch 

'^^ X, und X ist identisch mit ß. 

— Analog ist zu zeigen, dass 

drei Kreise «i, xj, x^, deren erster durch A und B geht und CA 

in A berührt etc., sich in ß' schneiden. 

Anm. Die beiden Kreisternionen x^, x^, x^; x'^, xj, *J, werden als die 
dem Punkte Q bezw. ö' zugeordneten Beikreise des A ABC bezeichnet. 

2. Legt man in jeder Ecke eines Dreiecks beiderseits den vor- 
hergehenden Dreieckswinkel rmch aussen hin an und verbinde die 
Spitzen der Aufsatzdreiecke mit den gegenüberliegenden Ecken des 
Urdreiecks, so schneiden sich die Verbindungslinien in ß; legt man 
jedoch beiderseits den folgenden Dreieckswinkel nach au^en hin an 
und zieht die genannten Verbindungslinien, so schneiden sich die- 
selben in Q! (Br). 

Beweis, Die Umkreise der Aufsatzdreiecke sind offenbar iden- 
tisch mit den Beikreisen; es ist daher nur zu zeigen, dass die 
Verbindungslinien von ß, beispielsweise, mit der Spitze eines Auf- 
satzdreiecks der ersten Gruppe und mit der gegenüberliegenden 
Ecke des Urdreiecks einen gestreckten Winkel bilden. Dieser Nach- 
weis aber wird durch Vergleichung von Periph&riewinkeln leicht 
erbracht. — Vergl. übrigens § 6, 4 (Fig. 7). , 
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3. Zieht man (Fig. 10) durch Fig. 10. 

den Berührungspunkt eines Beikreises 
eine Parallele zu derjenigen Seite, 
die weder Sehne noch Tangente des 
Kreises ist, und verbindet den Schnitt- 
punkt der Parallele und des Kreises 
mit der gegenüberliegenden Ecke, so 
trifft die Verbindungslinie den Kreis 
in Q bezw, ß' (D). — Folgt aus 1 und 2. 

§ 13. Die Dreiecke, welche vermittelst der Scheitel- 
linien durch ß, ß' gebildet werden. 

1. Die (Fig. 11) bis zum Schnitt mit den Seiten verlängerten 
Scheitellinien durch ß erzeugen drei Paare ähnlicher Dreiecke; des- 
gleichen die durch ß' gezogenen Scheitellinien (J). 



(1) 



AABQa«->BßQa 



(2). 



AACÖi^CQ'Q;., 

abaq^^aq'q;?, 
acbq;.^bq'ö;.. 
cö;.' = aq^.q'q:,. 



Fig. 11. 



lACAQy^ AQQy; 
Folgerungen, a. BQJ = Aßa-ßQ«; 
b. BQ„:c = QÖ«:BJ 
2. Von Q und Q' 
aus zerfällt AABC in 
drei Paare ähnlicher Drei- 
ecke. 

AßCA^Q'BA, 
AQAB<-»ß'CB, 
AQBC^ß'AC. 

Folgerungen, a. Die 
Verbindungslinien der 
Brocardschen Punkte mit 

einer Ecke verhalten sich wie die in dieser Ecke zmammenstossenden 
Seiten (J). 

AQ:AQ' = b:c, BQ : BQ' = c : a, CQ : CQ' = a : b. 

b. Bß . CQ' = CO . AQ' = AÖ . BÖ'. 

c. c.CQ = b.EQ', a.AQ = c.CQ', b.BQ = a.AQ'. 



(3) 
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AQ : Bö : CÖ = — : 

a 


c a 


? 




AÖ':BQ':CQ' = -: 
a 


a h 

b ' c 


• 




ABCQ :CAQ :ABQ 


1 


1 


1 
a" 


ABCQ':CAQ':ABQ' 


1 


1 


1 

• 6' 



Zmatz. Im gleichschenkligen Dreieck liegen Q, ß' symme- 
trisch zur Basishöhe (AQCA^ß'BA); ferner ist Bß* = CQ.AQ; 
Cß'' = Bß'.Aß', wo A die Spitze bezeichnet (En). 

3. Von ß und Q' am zerfällt A ABC in drd Paare inhalts- 
gleicher Dreiecke (En). 

A ßAB = ß'AC, A ßBC = ß'BA, A ßCA' = ß'CB. 

Beweis. Je zwei dieser Dreiecke enthalten den Z- co, und die 
Produkte der einschliessenden Seiten sind gleich nach 2. Folg. a. 

4. Zu den erhaltenen neun Paaren ähnlicher Dreiecke treten 
neun weitere Paare hinzu, von denen immer — wie bisher — 
drei in der Art zusammengehören, dass die beiden folgenden aus 
dem ersten durch zyklische Verwechslung erhalten werden. Es ist 

(4) A Aßß^ ^ Aß'ß>, ....... (Ho) 

Zusatz. ßyß>a||BC, ....... 

(5) Aß«CA<-»ß;ß'A, ....... 

(6) Aß:,BA^ß^ßA, ....... 

Durch Kombination von (1) und (2) mit (4) ergeben sich neun 
weitere Paare So findet sich, dass an jeder Ecke vier ähnliche 
Dreiecke einer Art und dreimal zwei ähnliche Dreiecke je einer 
anderen Art zusammenstossen. An der Ecke A beispielsweise lie- 
gen vier Dreiecke mit den Winkeln a, co und je zwei mit den 
Winkeln a — co, co; a — co, jj; a — co, y. 

§ 14. Die Scheitellinien durch ß, ß' und ihre Abschnitte. 

1 Tich ___fsinco^ p^ _ 6sin(«— 0)) 

^' ^^"^ - sm(ß-hw) ' ^"«- sm(ß+w) ' 

p^ asino) ^ cs in(ß—w) 

'^ sin(y-h«)) '^ sin(y-ha)) 



§ 14. Die Scbeitellinien durch Q, Q* und ihre Abschnitte. 
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Aüy = -r—p ; r- , 



j a8in(y — co) 

^ sin(a+a)) ' 



BQ' = 



^sin(a — 0)) 
8in(y+a)) ' 

CQf ^ asin(i9--a)) 



CQ' 



isino) 



8in(y-l-co) ' 



Iä ^ ; — 7 ; X— , Aliß = ; — 7 ; r- • 

'^ sm(a+a)) ^ sin(a+(o) 



, _ ftsin(y— co) 



aq;,= 



asmco 



sin(/S4-a)) 

Gemäss § 2, 2 lassen sich die 12 Abschnitte leicht als Funk- 
tionen der Seiten darstellen (Cb). 

Ztisatz, Eine Scheitellinie durch einen Brocardschen Punkt 
und diejenige Seite, welche mit ihr den Z-co bildet, bestimmen 
ein Dreieck, in welchem die dem genannten Winkel gegenüber- 
liegende Seite die kleinste und zwar kleiner ist als die Hälfte der 
anliegenden Seite des Grunddreiecks. 

6 sin CO 



2. 



AQ = 
AQ' = 



sma 
csinco 



BQ = 



BQ' = 



sma 

csinß 
sin(/J-Hw.) ' 

/ asiny 
sin(y+ci>) ' 

CQ,= .fl"- ; 
^ sm(a4-w) 



^smcD 
sin/9 

a sin Cd 
sin/? 



CQ = 



CQ' = 



3. Aß« = 



^ß = 



4. QQa = 



csima' 



sinjJsin(/S+w) 

asinw' 

^ sinysin(y+w) 



6sinco' 



sin a sin («4-0») ' 



AQ' = 



cö;, = 



Q'ß:,= 



asm CO 
siny ' 

5sinco 
siny 

ftsiny 
sin (y 4-0)) ' 

, csina 
sin (a 4- öl) ' 

asin/? 
sin(jJ4-w) 
6sin co' 
sinysin(y4-w) ' 

csinco* 
sinasin(a4-c«') ' 

asinco' 
sin jJ sin (jJ 4- co) 



Will man die 18 Abschnitte unter 2 bis 4 durch die Seiten dar- 
stellen (Gr, En), so sind die Formeln 10), (a) und (b) des 1. Kap, 
zu verwenden. 
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5. Das Produkt irgend dreier durch zyklische Verwechslung 
aufeinander hervorgehenden Strecken an der Q! -Figur ist gleich dem 
entsprechenden Produkte an der Q-Figur (J). 

Geometrischer Beweis. Aus § 13, 2 Folg. a folgt 

nAQ = nAß'; 
aus (4) (ibid.) 

nAQ, : nöQy : OAÜ = nAQ> : nQ'Q> : HAß', 

also, da nach dem Cevaschen Satze TIAQ^ = 11 AQ^ ist, 

nAß;9 = nAQ> und nßQa = Ilß'Qi; 

in Verbindung hiermit ergeben die Zyklen der Folgerungen a in 
§13, 1 

nAßa = nAß;. 

Hiernach giebt es unter den zusammengehörigen Strecken nur vier 
wesentlich verschiedene Produkte 

nAß^j, DAß«, DAß, nßßa. 

Zwischen diesen bestehen gemäss § 13, 1 Folg. a und b die beiden 
Relationen 

(nAQ^)' = nAQ,.nQö,, \ 

nAQ/j •.ahc = nQQa: UAQ } ^ ^' 
von denen die letztere irgend dreien sich in einem Punkte schnei- 
denden Scheitellipien allgemein zukommt. 

6. IIAQ = (2»;sinfc>)'; 

nAO - «•^'^' 

nAQ : nQÖa = (6'-t-c»)(c'+a')(«'-t-*') = «'^'c' (J); 
vergl. damit 

IIAJ : njJ« = (5-|-c)(c+a)(a-f-J) : aic. 

7. n.l{-^X=2{^y= 1 (Ch). — Neubergs geo- 
metrischen Beweis s. § 4. 

b.2AQ' = 2-^:2^; lAQ" = I^:l\ (En). 

c.2AQ.AQ'sina = 2 A (F). 
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8. Aßaß^ß;. = Aß:.Q^Q;.= 



2a'6VA 



(6>4-c»)(c'+o»)(a'+6») 
2Asiiitü* 



(Ha) 



i2 



sin(a-Hc«>)sin(;9H-cti)sin(y+cti) ^ 

Beweü, AQaQßQr = 2 AQß^Öy = ilQQß.QQr.siny = 

absmysmü)* Asmw*2sinasiii(aH-w) 

nsinallsin(a+w) ' 



sin y sin a sin (y 4- ü>)sin (a+ ct>) 
(§ 11, 2). 

§ 15. Beziehungen von Q, Q^ zum Umkreise Und dessen 

Mittelpunkte. 

1. Treffen (Fig. 12) AQ, BQ, CQ den Umkreis zum zweiten- 
male in 33, 6, 31, so ist Fig. 12. 

A aase ^ ABC und hat 
Q zum zweiten Brocard- 
sehen Punkte, Entspre- 
chende Eigenschaft von 
Q' (Gt). 

Beweis. za=a3ac 
+ gac = asAc H- (SBC 

= aSAC + aSAB = a; 
ebenso Z33 = /?, Zg 
= y. Ferner Z Qa6 = 
0633 = Qa3a, also Q 

zweiter Brocardscher 
Punkt des A aa36. 

Zusatz. A aa36 ist aufzufassen als das in normaler Richtung 
um seinen Umkreismittelpunkt um den Winkel 2co gedrehte 
A ABC. (Z AOa = 2a), da Z ACa = co ist.) 

2. Die Brocardschen Punkte eines Dreiecks sind vom Um" 
kreiszentrum gleichweit entfernt; Z ßOQ' = 2a) (He). 

Beweis. In den kongruenten Dreiecken 333(5, ABC sind Q, 
Q' gemäss 1 entsprechende Punkte; folglich sind Q, ß' von dem 
gemeinsamen Umkreiszentrum der beiden Dreiecke gleichweit ent- 
fernt. Das Weitere folgt aus dem Zus. zu 1. 

Zusatz 1. Der normalen Richtung folgend gelangt man von 
zueilst nach Q\ dann nach Q. 
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Zusatz 2. Im gleichschenkligen Dreieck mit der Spitze A ist 
ZQ00a = ßB0a, daher BOaßO ein Kreisviereck, Z BQO ein 
Rechter und BQ eine Halbsehne des Umkreises. Gieichermassen 
erscheint CO von Q! aus unter rechtem Winkel (Eh). 

3. Das Sechseck ASIB33C6 zerfällt von Q atts in sechs dem 
Z^ABC ähnliche Dreiecke (J). 

Beweis erledigt sich durch Vergleichung von Peripheriewinkeln. 

4. Im Sechseck A81BSC6 sind die Produkte je dreier nicht 
aneinanderstossenden Seiten gleich (J). 

Zusatz. Zeichnet man ein APQR aus QR = A8[-h3[B, 
RP = BSS+aSC, PQ = C6H-6A und trägt auf QR, RP, PQ von 
Q, R, P aus die Strecke A» = BS = C6 ab bis P', Q', R', so 
schneiden sich PP', QQ', RR' in einem Punkte. Die Geraden 
PP', QQ', RR' leisten also bezüglich der Seiten des APQR das- 
selbe, was die Linien AQ, Bß, CQ bezüglich der Winkel des 
AABC leisten (J). Das auf die Seiten des AABC bezügliche 
Problem führt zu der kubischen Gleichung 

(a — a!)(b — ai)(c — a) = a* (Cr). 

5. Die Schnittpunkte entsprechender Seiten der Dreiecke 
ABC, aS36 liefern ein A DEF, welches mit ABC und aa36 gleich- 
wendig ähnlich ist; der Höhenschnittpunkt dieses Dreiecks fallt 
auf (Gt). 

Beweis. Z AE21 = AF» = AOa = 2a); also ist AEOF ein 
Kreisviereck. Ebenso sind BFOD, CDOE Kreisvierecke. Das 
Weitere ergiebt sich durch Vergleichung der Peripheriewinkel. 

6. Die Potenz eines Brocardschen Punktes bezüglich des um- 
kreises ist gleich dem Quadrat über der SehnCy die zum Peripherie- 
winkel £0 gehört (Eh). 

Beweis. A ßSA <-» BÖS, mithin QA : BSS = A» : SQ, QA. QS 



7. Oß = OÖ' = ryi— 4sina)' = r|/- 



cosSo) 



COSO) 

Beweis. Zieht man einen Umkreisdurchmesser durch Q, so 

ist die Potenz von ß = (r-f-Oß)(r— Oß) = r'— Oß'; also ist 

nach 6 

r»— 0ß' = 4r'sina)', 

Oß' = r'(l — 4sinco7 



§ 16. Die Fusspunktendreiecke der Brocardschen Punkte. 
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Anm. Die Darstellung der Strecken OQ^ OQ' vermittelst der Seiten gab 
Eellwig und leitete so ihre Gleichheit her. 

8. ßß' = 2r8ina)yi— 4sma)' (Ho). 

Beweis ergiebt sich au» dem gleichschenkligen A Oß'ß mit 
Rücksicht auf 7. Oder aus AAßß' vermittelst des Kosinussatzes. 

Anm. Die Darstellung von Qu' durch die Seiten gab Emsmann; aus 
obigem Ausdrucke für QQ' hat sein Entdecker zuerst das Maximum von (o 
(§ 9) hergeleitet. 

Zusatz 1. Im gleichschenkligen Dreieck mit der Spitze A ist 

Für b = 2a wird ßß' = ^a, für J = al/2 ergiebt sich ßß' = ^a. 
Im gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck ist ßß' = |a (En). 

Zusatz 2. Das Maximum von ßß' bei konstantem r und 
veränderlichem co ist = i^*; für dasselbe ist sin cd = \y% 
o) = 20^42',3 (Br). 

Beweis, Aus 8 folgt 



a. 



smo) 



^,{.^f=^)']. 



§16. Die Fusspunktendreiecke der Brocardschen Punkte. 

1. Die Fusspunktendreiecke von ß, ß' (Fig. 13) sind dem ür- 
dreiecke gleichwendig ähnlich und haben mit ihm den entsprechenden 
Brocardschen Punkt zum Doppelpunkte *). A Qc^a% f^ ßJßcßL ^ 
ABC (J). 

Der Beweis ergiebt 
sich daraus, dass Aßcßß^, 

Bßaßße, Cßftßßa Krols- 

vierecke sind, bei Verglei- 
chung der Peripheriewin- 
kel. Analog für ß'. 

Zusatz 1. Die Sei- 
ten der Fusspunktendrei- 
ecke sind gegen die homo- 
logen des ürdreiecks unter 90° 

*) Zu zwei ähnlichen Figuren in einer Ebene giebt es stets einen ent- 
sprechend gemeinsamen Punkt; derselbe heisst ihr Doppelpunkt. Ähnlichkeüs' 




-fti geneigt. 
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Zumtz 2. Die Scheitellinien einen Brocardschen Punktes stehen 
senkreckt auf den Seiten des Fusspunktendreiechs des anderen. 

2. Die Fusspunktendreiecke von Q und Q! sind konffruent; 
jedes dei'selben ist = Asinw* (J). 

QaQb = QcQ'a = asiniü, ß^Qc = ßaßl = ftsinw, 

Beweis, QQc? ßA sind homologe Strecken der Dreiecke QcQa%^ 
ABC und verhalten sich wie sinco:!. Ebenso für AQbQ'cQ'a- 

3. Die Fusspunktendreiecke von Q, ß' sind demselben Kreise 
eingeschrieben, dessen Mittelpunkt die Mitte S von ßß' und dessen 
Radius = r sinco ist (Lady's and Gentleman's Diary). 

Befveis. Nach 1, Zus. 1 ist ßcßcß&ß^ ein Kreis Viereck; der 
Mittelpunkt seines Umkreises ist der Schnittpunkt der Mittellote 
auf ßftßj, QcQc d. h. die Mitte von ßß'. Ebenso ist Q'aQaQßc ein 
Kreisviereck mit dem Mittelpunkte S. Der Radius des Kreises er- 
giebt sich aus dem Ähnlichkeitsverhältnisse sinai : 1. 



4. ßftßMICB, ßcß;||AC, ßaßJIIBA; 

ßftßc = 2rsinfticos(a — «), ßcß« = 2rsincücos(|S — w), 
ß^ßj, = 2rsincücos(y — co). 



punkt heisst der Doppelpunkt in dem besonderen Falle, wo sich die Figuren in 
Ahnlichkeitslage befinden (die entsprechenden Seiten parallel sind). — Ober 
die Lage des Doppelpunktes bei gleich- und ungleichwendig ähnlichen Figuren 
im allgemeinen s. Baltzer, Elemente der Mathematik Planimetrie, § 12 4—6, 
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Beweis. ZQ^ßJA = QftÖaßc = ß\ 

ZQftQcA = ÖftöA = 90°— (a—co), also (s. 3) 
QftQe = 2rsinwcos(a — w). 

5. ßcQUIlBC, ß«QU||CA, QftQ;a||AB; 
ßeßft = ßaß; = ßftß; = rsin2a). 

Beweis. ß^ßUlIßftßc, also auch a||BC; 

Zßeß6ßi = 90°-+-a), also ßcßj = 2rsmcocosa). 

6. ßaßi= [2rsina)cos(a-i-a))]*), ß^ßi = [2rsina)C0s(iS+a))], 

ß^ßj == [2rsina)C0s(y4-a))]. 
Beweis. AQcQtQ'c = 90°— co— y, etc. 

^«««rÄJiiny. Die Eigenschaften unter No. 1, Zus. 2 und No. 3 sind be- 
sondere Fälle allgemeiner und leicht zu beweisender Sätze über Winkel- 
gegenpunkte (Steiner**)). Auch folgender Satz ist allgemein richtig: Irgend 
ein Punkt in der Ebene eines Dreiecks ist der Ümkreismittelpunkt des 
Spiegeldreiecks seines Winkelgegenpunktes. 

Von den Sechspunktkreisen ist der ^bekannteste der zum Paare , H 
gehörige Feuerbachsche Kreis. — 

7. Für die Winkel A, jU, r, welche ßß' mit den Seiten des 
A ABC bildet, findet man aus 6 und aus § 15, 8 : 

. cos(a-f-co) cos(/9-f-a)) 

yi — 4sina)' yl — 4sina)' 

cos(y-+-co) 
cosr = ^^ 



yi — 4sina)* 
Anm. Die Werte für sinA etc. in Funktion der Seiten gab Emsmann. 

Zusatz. Ist a) = 90"— a (§8, 3), so ist ßß'.lBC; ß liegt 
auf Ac, ß' auf h (Le). 

§ 17. Die Koordinaten der Brocardschen Punkte. 

Erkl. L Arealkoordinaten J, ^, ^ eines Punktes in der Ebene 
eines A ABC sind drei Zahlen, welche sich verhalten wie die Drei- 
ecksflächen, deren Grundlinien die Seiten sind und deren gemein- 



*) Vergl. § 11, 2, Beispiel 4). 

**) Diveloppement d'une s^rie de th^or^mes relatifs aux sections coniques. 
Gergonne, Ann. de Math., t. XIX; Ges. Werke, Bd. 1, S. 189. 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. 3 
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same Spitze jener Funkt ist. Dabei gilt die Zeichenbestimmung, 
das8 eine Dreiecksfläche positiv oder negativ gezählt wird, je nach- 
dem sie von ihrer Grundlinie aus nach der Seite des A ABC hin 
liegt oder nicht. Modul fi der Arealkoordinaten eines Punktes 
ist der Faktor, mit dem dieselben zu multiplizieren sind, um die In- 
halte jener Dreiecksflächen hervorzubringen; es besteht die Identität 

Ein Punkt in der Ebene eines Dreiecks ist durch seine Arealkoor- 
dinaten vollständig bestimmt. Für den Punkt P (5, ij, Q ist 

BP«:CPa = C:i?, CP^:AP^ = ^C, AP^ : BP^ = i? : ?. 

Bringt man in den Ecken A, B, C den Arealkoordinaten 5, % 
C des Punktes P proportionale Massen an, so ist P der Schwer- 
punkt der drei Massen; hiermit hängt die Bezeichnung „baryzen- 
trische Koordinaten** für ^, ij, f zusammen. 

JE/rkl. 2, No7*malkoordinaten x, y, z eines Punktes in der 
Ebene eines AABC sind drei Zahlen, welche sich verhalten wie 
die Entfernungen desselben von den Dreiecksseiten. Dabei gilt die 
Zeichenbestimmung, dass die Entfernung eines Punktes von einer 
Seite positiv oder negativ gezählt wird, je nachdem der Punkt mit 
dem A ABC auf derselben Seite der betreffenden Dreiecksseite liegt 
oder nicht. Modul m der Normalkoordinaten eines Punktes ist 
der Faktor, mit dem man dieselben multiplizieren muss, um 
die Entfernungen des Punktes von den Seiten zu erhalten; es ist 
identisch 

m^ax-^-by-^-cz) = 2 A. — 

Ein Punkt in der Ebene eines Dreiecks ist durch seine Normal- 
koordinaten vollständig bestimmt. 

Zwischen den Arealkoordinaten J, ij, J und den Normalkoor- 
dinaten ^, y, z eines Punktes besteht die Beziehung 

5 : 12 : J = 007 : iv : C2; oder x\y\z-=^ — :^: — ; 

a c 

auch ist 

m : II = 21^ i ax ^= 2ri :by ^= 2^1 cz — 

Formeln, welche für den Übergang von dem einen System zum 
andern zu verwerten sind. 
1. Arealkoordinaten von 
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Q': 



1 






6' 



Ht = 4r'sm «' . A (Ex). 



Diese Werte ergeben sich am einfachsten aus den Entwicklungen 
des § 4. S. übrigens § 13, 2 Folg. e oder § 2, 2. 
2. Normalkoordinaten von 
a b 



O'. * c a 

c ^ a h 



7w = 2rsinct>' (En). 



Denn QQa z. B. ist gleich BQ.sinco, § 14, 2. 

Zusatz 1. Aus vorstehenden Werten ist zu ersehen, dass 
nQQa = nQ'Q; (En); 

des weiteren zeigen sie, dass das Produkt der Entfernungen der Bro- 
cardschen Punkte von einer Seite für die drei Seiten konstant ist — 
eine Eigenschaft, die zwei Winkelgegenpunkten (z. B. J u, J, 
u. H, G u. K) immer zukommt (Steiner, 1. c.) und vermittelst un- 
gleichwendig ähnlicher Kreisvierecke leicht allgemein zu beweisen ist. 
Zur gelegentlichen Anwendung verzeichnen wir die 
Normalkoordinaten von 
: cos«, cos/?, cosy; m = r^ 
H : cos/?cosy, cosycosa, cosacosjJ; m = 2r, 
F : cos(/? — y), cos(y — a), cos(a — /?); m = |r. 
Letztere Werte ergeben sich aus FFa = i(00a-hHHa) etc. 
Zusatz 2. Normalkoordinaten von 



1^ 

b ' 



— ; m = fA 
c; m == ^tgw 



Arealkoordinaten von 
G:l, 1, 1; /* = iA 
K : a', J', c'; (i = -J-tgtö. 



a 

K : a, i, 

X)^ Grehesche Punkt ist also derjenige Punkt im Innern des 
Dreiecks y dessen Abstände von den Seiten diesen proportional sind, 
— Für die Entfernungen des Punktes K von den Ecken hat man 



AK = 



tgw, BK = 



tgw, CK = 



■tgw. 



sma " ' sinß ^ ' smy 

Fällt man nämlich von K ein Lot auf AC, von G« ein Lot auf 

3* 



36 § 18. Die Brocardschen Punkte und die Gegenmittellinien. 

AB, SO verhält sich AK : g^ = ^bigw : ^hc = tgoi : sin«. — Aus 
Kreisvierecken folgt dann noch 

K,K=?atg«>, K^K„ = 5r^tga). K^K,=5r^tga). 

§ 18. Zusammenhang der Brocardschen Punkte mit den 
Gegenmittellinien. Verallgemeinerungen. 

1. Die Arealkoordinaten von Q, Q', K (§ 17) liefern: 
Bß« : CQa = ö» : a», CQßi kQß^ a' :b\ AÖ^ : BÖ;. = 6^ c', 
Bö:, : CQi = a^ : h\ CQ> : AQ> = 6' : c\ k% : BQ'r = c' : a»; 
BKa:CKa = c':b\ CKßi AKß = a' :c', AK^ iBKy = b' :a\ 

Unter welcher Bedingung ist AK;? = AK^? — § 8, 1 oder b = c. 

2. Zieht man durch K«, K^y, K^ Parallelen zu b, c, a respec- 
üvey so gevyinnt man die Fvsspunkte der Scheitellinien durch Q; 
zieht Tnan die Parallelen von denselben Punkten av^ zu c, a, 6, so 
ergeben sich die Fusspunkte der Scheiteliinien durch ß' (Le). — 
Beweis s. 1. 

3. Zieht man von einher Ecke aus die Gegenmittellinie und 
von der folgenden Ecke aus die Mittellinie ^ so liegt der Schnitt- 
punkt auf der von der dritten Ecke atisgehenden Q-Ldnie; zieht man 
die Scheitellinien in umgekehrter Ch*dnungy so liegt der Schnittpunkt 
auf einer Q' -Linie (Mo). — Beweis vermittelst 1 und der üm- 
kehrung des Cevaschen Satzes. 

Zusatz, Im gleichschenkligen Dreieck sind die Brocardschen 
Punkte die Schnittpunkte der zu den Schenkeln gehörigen Mittel- 
linien und Gegenmittellinien. 

4. (Verallgemeinerung von 2). Sind J, ij, C die Arealkoordi- 
naten eines Punktes P in der Dreiecksebene und Tnan zieht durch 
die Fusspunkte seiner Scheitellinien Parallelen zu b, c^ a; c^ a, 6, so 
gewinnt man die Fusspunkte der Scheitellinien zweier neuen, Punkte Q, 
Q' mit den Arealkoordinaten ij~\ C""*, J""^ ; ^"S ?~^, ij~* respective (Le). 

5. (Verallgemeinerung von 3), Zieht man von einer Ecke 
aus eine Scheitellinie durch P und von der folgenden Flehe aus die 
Mittellinie^ so liegt der Schnittpunkt auf der Verbindungslinie des 
Punktes Q mit der dritten Ecke; zieht man die Scheiteliinien in 
umgekehrter Ordnung, so liegt der Schnittpunkt mit Q' und der 
dritten Ecke in gerader Linie, 
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6. Die fusspunktendreiecke det* Scheitellinien durch P, Q, Q' 
sind einander gleich (Eh). 

Beweis. AP^ : BP^ == ij : J, folglich AP;. = y^5_. 
AP^:CP^ = C:5, folglich AP^ = *^ 



so 



A AP,P^ : A ABC = i2f : (f+J)(J+,); 
APgP^P, _ ri^ 

AABC -■" ^(C+5)(?+i2) 

n(ij-hO ~nci2H-o' 

Dividiert man Zähler und Nenner des letzten Bruches durch J'ij'C'i 

erhält man den gleichwertigen Ausdruck -^ — ^^ — i-^rr^ wel- 

11(^ M-C~V 

eher das Verhältnis der Dreiecke QaQysQy, Qa QJffQr zum Grund- 
dreiecke darstellt. 

Zmatz 1. A K^K^jK, = ßaÖ^Q, = Q'aQ'ß% = n^.^!^"^^^^^ 

(vergl. § 14, 8). 

Zusatz 2. Die doppelte Anzahl flächengleicher Dreiecke 
wird erzielt, wenn man noch die Seitengegenpunkte von P, Q, Q' 
in Betracht zieht. Zwei Punkte P, Pj in der Ebene des AABC 
heissen Seitengegenpunktey wenn die Fusspunkte ihrer Scheitellinien 
symmetrisch gegen die Seitenmitten liegen**). Sind 5, ij, C die 
Arealkoordinaten von P, so sind 5"^ ij~S t~^ diejenigen von Pj. 

§ 19. Minimumseigenschaften. 
1. Der Grebesche Punkt eines Dreiecks ist derjenige Punkt, 
für welchen die Summe der Quadrate der Entfernungen von den 
Seiten ein Minimum ist (Lhuilier, Schulz von Strasznicki***). 

*•) Wo im späteren von Oegenpunkten schlechtweg die Rede ist, sind 
TFmÄc/gegenpunkte gemeint. 

*•*) Lhuilier gab in seinen „£Umens d'analyse giomitrique et d*analgse al- 
g^rique, Paris et Oenhte, 1809*^ die Nonnalkoordinaten des Punktes, für wel- 
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Beweis, Versteht man in der Eulerschen Identität 

unter a, 6, c die Seiten des Dreiecks und unter x^ y^ z die mit 
ihren Zeichen versehenen Entfernungen eines Punktes von den 
Seiten, so wird (2flw;)' = 4A', also konstant; die linke Seite er- 
langt daher ihren kleinsten Wert, wenn 2(te — cyy = d. h. 
xiy :z^= aibic wird. — Als Wert des Minimums erhält man 
Atgo). 

2. De^* Grebesche Punkt eines Dreiecks ist der Schwerpunkt 
seines Fusspunktendreiecks (Ge). 

Beweis, Verlängert man AG« um sich selbst bis A^ und ver- 
bindet Aq mit C, so ergiebt sich das dem A KK^Kc ähnliche Drei- 
eck CAAq, indem die Seiten beider Dreiecke aufeinander senkrecht 
stehen. Mit Hülfe der Kreisvierecke BKaKKc, CKaKK* erkennt 
man dann leicht, dass die Verlängerung von KaK mit den Seiten 
des A KKftKc dieselben Winkel bildet wie die Mittellinie CG« mit 
den entsprechenden Seiten des A CAA^. 

Umkehrung. Errichtet man in den Ecken eines Dreiecks auf 

seinen Mittellinien Lote, so ergiebt sich ein Dreieck, dessen Grebe- 

f scher Punkt mit dem Schwerpunkte des Grunddreieck» zusammenfallt. 

3. Dei^ Schwerpunkt eines Dreiecks ist derjenige Punkt, für 
welchen die Summe der Quadrate der Entfernungen von den Ecken 
ein Minimum ist (Lhuilier*)). 



eben die Summe der Quadrate der Entfernungen von den Seiten ein Minimum 
ist, und erkannte, dass die Scheitellinien desselben die Seiten im Verbältnis 
der Quadrate der anliegenden Seiten teilen; zugleich gab er den Wert jenes 
Minimums' in Funktion der Seiten und des Inhaltes. Schulz von Striuznkki 
gab die Arealkoordinaten des Minimumpunktes und erkannte seine Bedeutung 
als Winkelgegenpunkt des Schwerpunktes. 

*) De relatione mutua capacitatis et terminorum ßgurarum , geometrice eonsi- 
derata: seu de maximis et minimiSf pars prior, elementaris. Auetore Simone Lhui- 
lier, Varsaviae, 1782, — Von den beiden Beweisen, welche Lhuilier für den 
Satz mitteilt, beruht der zweite auf der Relation 

AP34-2GaP3 = AG2-h2GaG3-+-3PG«, 
aus welcher SAP^ = SAG^-f-SPG^ gefolgert wird. Der andere Beweis setzt 
folgende Aufgabe als gelöst voraus : Eine Strecke BC = a in zwei Teile BP = x, 
CP = y zu teilen, so dass x^-\-ny^ ein Minimum sei. Zur Lösung legt Lhuilier 
^D = aYn unter rechtem Winkel an, verbindet D mit C und zieht durch den 
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Beweis. Man errichte auf den Mittellinien des A ABC in den 
Ecken Lote, wodurch ALMN gewonnen wird. Für irgend einen 
Punkt P in der Ebene des AABC ist dann die Summe der Qua- 
drate der Entfernungen von den Seiten des ALMN>2AG'; a 
potiori ist 2AP'>2AG^— 2A6' = ^ Acoto). 

Zusatz. AKaKftKc ist dasjenige dem AABC eingeschriebene 
Dreieck, dessen Quadratsumme der Seiten ein Minimum ist. 

Denn AKaK^Kc ist dasjenige dem AABC eingeschriebene 
Dreieck, für welches die Summe der Quadrate der Entfernungen 
des Schwerpunktes von den Ecken ein Minimum ist. Diese Summe 
steht aber mit der anderen im Verhältnisse 1 : 3 . — SK^Kc* = 3 A tgco. 

4. Ersetzt man in der Eulerschen Identität (s. 1) 

xi Z Jj 

X durch -^, y durch -y-, z durch — 



c 
ab, b yy bc, c y, ca, 



so wird 



la'b'l^ = (lb}/y+l(^bx-^J^ 
Statt des zweiten Summanden kann geschrieben werden: 

ein Blick auf die Normalkoordinaten von Q lehrt, dass dieselben 
vorstehenden Ausdruck zum Verschwinden bringen. Daraus folgt, 

dass für den Punkt 2—0- zum Minimum wird. 

c^ 



auf BC oder der Verlängerung beliebig gewählten Punkt P die Gerade PQ||BD. 
Da ^Q=yYn ist, so ergiebt sich x^-i-ni/^ = BQ^. BQ aber wird zum Mini- 
mum, wenn BQ J. CD ist. Für diesen Fall verhält sich DQ : CQ = n : 1 , also 
auch BP: CP = n : 1, wodurch Punkt P bestimmt ist. — Am Schlüsse des in 
der Fussnote zu 1 bezeichneten Werkes behandelt Lhuilier die Aufgabe: 
Auf der Grundlinie BC = a eines A ABC einen Punkt P so zu bestimmen , dass 
die Summe der Quadrate der Lote von P auf AB und AC ein Minimum sei. Für 
BP = a:, CP = y ist dann die Strecke BC derart zu teilen, dass x^%mß^-^ 
^^siny^ zum Minimum werde. Hierfür ergiebt sich nach dem Vorhergehenden 
x\y = siny* : sinß^', P ist also der Fusspunkt der Gegenmittellinie ka. Daran 
schliesst sich die Bestimmung des Minimum punktes für Sa:^ im Dreieck und 
im Tetraeder. 
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Mit den Substitationen 

Z üß 'U 

— statt X, -j- statt y. — statt z. 

ca y^ a, ab yy h^ bc „ c 
gewinnt man die Beziehung 

X^ 

welche zeigt, dass der Punkt Q! das Aggregat 2 -j^ zum Minimum 

macht. 

Die geometrische Interpretation dieser Resultate ist: 

Zieht man durch einen Punkt P in der Ebene eines AABC 
Parallelen zu b^ c^ a bis zum Schnitte mit a, J, c in D, E, F, so 
wird 2PD* zum Minimum, wenn P mit dem ersten Brocardschen 
Punkte des Dreiecks zusammenfällt. 

Zieht man durch einen Punkt V in der Ebene eines AABC 
Parallelen zu c, a, b bis zum Schnitte mit a, 6, c in D', E', F', so 
wird 2P'D'* zum Minimum, wenn P' mit dem zweiten Brocardschen 
Punkte des Dreiecks zusammenfällt (Le). 

Das Minimum ist in beiden Fällen gleich (2rsina))^ 

x^ 
Zusatz, Derjenige Punkt, für welchen 2 —^ zum Minimum 

a 

wird, hat die Normalkoordinaten a^, P, c'; das zugehörige Minimum 

hat den Wert Jtga)tg2a). 

§ 20. Die Brocardschen Punkte und der Grebes.che Punkt. 

1. Das dem AABC gleichwendig ähnliche ALMN (§6, 1), 
dessen Seiten auf denen des A ABC in deren Anfangspunkten senk- 
recht stehen, hat mit A ABC den Punkt ß zum Doppelpunkte (Cb). 

Beweis. ÖBNC (Fig. 15) ist ein Kreisviereck, da ZBßC = 
2R— y, ZN = y ist; folglich ist ZQNL = QBC = o). Ebenso ist 
ZQLM = QCA = 0) und ZQMN = QAB = co. — Das früher be- 
rechnete Ähnlichkeitsverhältnis der Dreiecke LMN, ABC ergiebt sich 
hiernach einfach aus 

MN : BC = QL : QA = sin(90^— co) : sinco = cotco : 1. 



§! 



Die Brocardschen Punkte und der Grebesche Punkt. 
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Fig. 15. 



Anm. Man kann sich A LMN entstanden denken, indem das Büschel 
ß(A, B, C) in anormaler Richtung um einen Rechten gedreht und die Strahlen 
alsdann im Verhältnisse Ircotw ver- 
grössert werden. In derselben Weise 
erhält man zu jedem Punkte des A ABC 
seinen entsprechenden im ALMN — 
dies liegt im Wesen des Doppelpunktes 
begründet. Umgekehrt erhält man zu 
einem Punkte des ALMN seinen ent- 
sprechenden im A ABC, indem man den 
Strahl, der ihn mit Q verbindet, nor- 
mal um einen Rechten dreht und im 
Verhältnisse cotw : 1 verkleinert. — 
Alles Gesagte gilt mutatis mutandis für 
Punkt Q' und A L'M'N' , dessen Seiten 
auf denen des A ABC in deren End- 
punkten senkrecht stehen. 

2. ist der Grebesche Punkt des 
ALMN (und des AL'M'N') (N). 

Beweis. Die Entfernungen des 
Punktes von den Seiten des 
A LMN sind gleich |a, ^6, ^c, ver- 
halten sich also wie MN:NL:LM. 

3. Der Grebesche Punkt K 

eines Dreiecks vervollständigt das gleichschenklige AßOß' gleich- 
zeitig zu einem Kreisviereck und einem Deltoid (Br). 

Beweis. K ist der dem Punkte im ALMN entsprechende 
Punkt des AABC. Man erhält demnach K, wenn man ßO um 
Q in normaler Richtung — nach ß' hin (§ 15, 2 Zus. 1) — um 
einen Rechten dreht und mit tgco multipliziert. Da Z.ßOß' = 2a) 
ist, so liegt hiernach K auf der Halbierenden des Z.ßOß', womit 
die Behauptung bewiesen ist. — Statt ßO mit tgco zu multipjizieren, 
könnte man auch ß'O um ß' in anormaler Richtung um IR dü^en. 

4. OK = -^^Vl— 4sina)>, 

COSCO ' 




ßK = ß'K = rtgo) yi— 4sina)' (§ 15, 7); 
OS : SK = cotco'. 
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Drittes Kapitel. 

Die Lemoineschen Kreise. 

Einleitung. 

Den einem Dreieck unter rechtem Winkel umgeschriebenen 
Dreiecken (§ 20) stehen diejenigen beiden Dreiecke gegenüber, 
welche einem gegebenen Dreieck unter rechtem Winkel einge- 
schrieben sind. Diese Dreiecke teilen mit den Fusspunktendreiecken 
der Brocardschen Punkte (§ 16) u. a. die Eigentümlichkeit, dass 
ihre Ecken durch einen gemeinsamen Kreis verpaart werden, der 
im vorliegenden Falle als y^zweiter Lemoinescher Kreis^ bezeichnet 
wird. Der zweite Lemoinesche Kreis hat den Grebeschen Punkt zum 
Mittelpunkte; er geht durch die Punkte, in denen AntiparalleUn 
durch jenen zu den Seiten dem Umfange des Dreiecks begegnen. 

Die weitere Verfolgung des Gegenstandes führt zur Betrach- 
tung von Dreiecken, die einem gegebenen Dreieck unter dem Bro- 
cardschen Winkel umgeschrieben sind. Vertauscht man dann 
wieder die gegebenen und die abgeleiteten Elemente, so ergeben 
sich eingeschriebene Dreiecke, deren Seiten den Scheitellinien durch 
Ö bezw. Q! parallel laufen. Auch die Ecken dieser Dreiecke gehören 
einem bestimmten, ebenfalls nach Lemoine benannten, Kreise an. 
Dieser „erste Lemoinesche Kreis^ hat di-e Mitte der Strecke OK zum 
Mittelpunkte; er geht durch die Punkte y in denen Parallelen durch 
K zu den Seiten dem Umfange des Dreiecks begegnen. Von be- 
sonderem Interesse sind hier die Korrelationen der Geraden, welche 
zwischen den genannten sechs Schnittpunkten gezogen werden können. 

§ 21. Der zweite Lemoinesche Kreis. 
1. Betrachtet man in Fig. 15 nicht ABC, sondern umgekehrt 
LMN oder L'M'N' als das ursprünglich gegebene Dreieck, so ist 
AABC demselben unter rechtem Winkel eingeschrieben. Das 
zweite derartig eingeschriebene Dreieck ergiebt sich durch die 
Schnittpunkte A' von NL, L'M', B' von LM, M'N', C von MN, 
N'L'. Diese Dreiecke sind kongruent und befinden sich in Ähn- 
lichkeitslage mit dem Grebeschen Punkte des Grunddreiecks LMN 
(§ 20, 2) als Ähnlichkeitspunkt (denn AA' z. B. ist ein Durch- 
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messer des Umkreises des AABC, da ABA', ACA' rechte Winkel 
sind). Sie sind femer dem Grunddreiecke ähnlich mit dem Ähn- 
lichkeitsverhältnisse tgo) : 1 (§ 20, 1). 

2. Das dem ALMN normal eingeschriebene AABC hat mit 
A LMN dessen ersten Brocardschen Punkt Q zum Doppelpunkt-e 
(§20, 1); das anorm^al eingeschriebene AA'B'C hat mit ALMN 
dessen zweiten Brocardschen Punkt co' zum Doppelpunkte, — Denn 
man erhält Punkt co' (§ 20, Anm.), indem man A QKQ' anormal um 
Q um einen rechten Winkel dreht und soweit vergrössert, dass 
K auf fällt; es ist folglich co' der Endpunkt der Verlängerung 
von Q'O um sich selbst. Dieser Punkt ist nun zugleich auch 
zweiter Brocardscher Punkt des AA'B'C; denn die Figuren 
A'B'C'o)', ABCß' sind kongruent, da nach dem Vorhergegangenen 
die eine aus der anderen erhalten wird, indem man die Punkte 
derselben mit verbindet und die Verbindungslinien über hin- 
aus um sich selbst verlängert. 

3. Die Ecken det^ beiden einem Dreieck unter rechtem Winkel 
eingeschriebenen Dreiecke liegen auf einem Kreise, dessen Mittel- 
punkt der Grebesche Punkt und dessen Radius ^^ = rtgco ist, — 
Zweiter" Lemoinescher Kreis. — Bei der Bestimmung der Länge 
des Radius ist das Ähnlichkeitsverhältnis der eingeschriebenen 
Dreiecke zum Grunddreieck zu beachten. 

4. Antiparallelen zu den Seiten eines Dreiecks durch den 
Grebeschen Punkt treffen den Umfang in Punkten des zweiten Le- 
moineschen Kreises (Le). 

Denn ZAA'L = i5 = M, also AA'a||MN. 
Zusatz. Die Antiparallelen zu einer Dreiecksseite werden 
durch die entsprechende Gegenmittellinie halbiert (Ad).*) 



*) In einem Aufsatze von Chasles, Journal de Liouville, 1842, S. 272, 
findet sich der Satz : Bei der stereographischen Projektion wird jeder Kreis als 
Kreis abgebildet; wird um den Kreis der Tangenienkegel gelegt, so fällt das Bild 
seiner Spitze in den Mittelpunkt des Bildkreises. Daraus kann folgende plani- 
metrische Wahrheit entnommen werden: Zieht man in zwei Ecken eines Dreiecks 
Tangenten an den Umkreis und verbindet deren Schnittpunkt mit der dritten Ecke, 
so halbiert die Verbindungslinie die Antiparallelen zur dritten Seite, Für den Be- 
weis ziehe man die Antiparallele durch den Schnittpunkt der Tangenten, wo- 
durch drei gleichschenklige Dreiecke mit gleichen Schenkeln entstehen. — 
Die Identität der genannten Verbindungslinie mit der Gegenmittellinie wurde 
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§ 21. Der zweite Lemoinesche Kreis. 



5. Aufgabe, Den zweiten Lemoineschen Kreis eines Drei- 
ecks zu zeichnen. 

Aufl. Man halbiere zwei Seiten des Höhenfusspunktendreiecks 
und verbinde die Mitten mit den entsprechenden Ecken des 
Grunddreiecks; der Schnittpunkt der Verbindungslinien ist K, der 
Mittelpunkt des Kreises. Zieht man durch K die Parallele zur 
dritten Seite des AHaH^H^, so ergiebt sich der Durchmesser des 
Kreises. 

6. Die StOcke (Fig. 16), welche der zweite Lemoinesche Kreü 

von den Seiten abschneidet, sind 

^*S- ^^' 2rtga)C0sa, 2rtgcocos/9, 

2r tg 0) cos y (Kosinuskreis) . 

7. Der Grebesche Punkt ist der 
gemeinsame Mittelpunkt dreier einem 
Dreieck eingeschriebenen Rechtecke 
(Le). 

Zusatz 1. Der Grebesche Punkt 
ist der Schnittpunkt der Verbin- 
dungslinien der Seitenmitten mit 
den zugehörigen Höhenmitten.*^ 

Beweis. Denkt man sich dem 
AABC irgend ein Rechteck über 
der Grundlinie BC eingeschrieben, 
so liegt der Mittelpunkt der zu BC parallelen Seite auf der Mittel- 
linie AG«; mithin muss der Mittelpunkt des Rechtecks auf der- 
jenigen Geraden liegen, welche G« mit der Mitte von AH« verbindet. 
Zmatz 2. Für das Mittendreieck GaG^G^ sind der Grebesche 
Punkt und der ümkreismittelpunkt des ürdreiecks Seitengegen- 
punkte (N). — Denn die Verhältnisse, in welchen G^G^^ durch AEU 
und GysGy durch OaO geteilt wird, sind = BH«: CHa. 




Ton Adams (1846) ausgesprochen; ebenso die sich daran anschliessenden Bezie- 
hungen des Ecktangentendreiecks zum Grunddreiecke. 

*) Das Schneiden der drei Linien in einem Punkte scheint zuerst Yon 
Schlömüch (Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis 1860, Bd. 1, § 33} 
ausgesprochen zu sein. Die Identität des Schnittpunktes mit dem Grebeschen 
Punkte wurde yon Wetzig hervorgehoben. 
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§22. Die einem Dreieck unter dem Brocardschen 
Winkel umgeschriebenen Dreiecke. 

1. Legt man (Fig. 17) an AB, BC, CA in A, B, C hezw, in 
B, C, A v^ach aussen hin den Brocardschen Winkel an, so ergehen 
sich zwei dem AABC gleichwendig ähnliche Dreiecke LMN(T), 
L'M'N'(T'), welche mit ABC den ersten bezw. den zweiten Bro- 
cardschen Punkt gemeinsam haben (Br; vergl. § 27, 1). 

Beweis, AßCL ist ein Kreisviereck, da Z ÖAM = QCL = 2a) 
ist etc. 

2. Die Dreiecke T, T' sind kongruent; ihr Ähnlichkeitsver- 
hältnis zu AABC ist 2cosa):l (Br). 

Aß = sin2a) : sinoo = 2cosa) : 1; 
AQ' = sin2a) : sinco = 2cosa) : 1. 



Beweis, 



L M : AB = L Q 
L'M' : AB = L'Ö' 

Änm. Man kann sich T 
resp. T' entstanden den- 
ken, indem Büschel Q (A, 
B, C) in anormaler bezw. 
Büschel Q' (A, B, C) in nor- 
malet Richtung um den Z. ta 
gedreht und die Strahlen- 
längen mit 2cosa> multipli- 
ziert werden. 

3. Die ümkreismit' 
telpunkte von T und V 
sind die Endpunkte der 
Verlängerungenvon Q'O, 
QO um sich selbst (Br). 



Fig. 17. 




Es sind ßO und ß'O anormal bezw. normal um 
^o) zu drehen und mit 2cosa) zu multiplizieren. 

4. ß' und ß sind die Grebeschen Punkte der Dreiecke T und 
T (Br). 

Beweis. Z Kßß' = co und ßß' = 2ßKcosa). 

5. Der zweite Brocardsche Punkt des ALMN und der erste 
Brocardsche Punkt des AL'M'N' sind die Spiegelpunkte von ß be- 
züglich Oß' und von ß' bezüglich Oß (Br). 

6. ist der Doppelpunkt der Dreiecke T und T' ; denn ist 
in jedem dieser beiden Dreiecke die Mitte der Verbindungslinie 
des Umkreismittelpunktes mit dem Grebeschen Punkte. 
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§ 23. Die unter dem Winkel co eingeschriebenen Dreiecke. 

1. Zwei Dreiecke DEF, D'ET', (Fig- 18) die dem A ABC 
normal bezw. anormal unter dem Brocardachen Winkel eingeschrieben 
sindj sind dem Orunddreiecke ähnlich und hohen mit ihm den ersten, 
bezw, zweiten Brocardschen Punkt zum Doppelpunkte*) 

Fig. 18. 



Bewds, Da DE||AQ, EF||Bß, FD||Cß ist, so ist ZD = a, 
ZE = /9, ZF = y. Die Umkreise der Dreiecke DBE, ECF be- 
rühren daher resp. EF und FD; ihr Schnittpunkt X ist mithin der 
erste Brocardsche Punkt des ADEF. Ferner ist ZBXC = BXE 
+EXC = BDEh-EFC = 180'— y, und, da auch ADXF ein Kreis- 
viereck ist, ZCXA == CXF-hFXA = CEF + FDA = 180*»— a. 
Hieraus folgt, dass X auch der erste Brocardsche Punkt des Z ABC, 
also der Punkt Q ist. Analog die Beweisführung bezüglich ß'. 

Zusatz, D, E, F sind die Schnittpunkte der Mittellote auf 
Aß, Bß, Cß mit AB, BC, CA; analog D',E',F'. 

2. Die Dreiecke DEF, D'E'F' sind kongruent; denn sie haben 
zu A ABC das gleiche Ähnlichkeitsverhältnis ßD : ßA = ß'D' : ß'A 
= 1 : 2cosco. 

Anm, Man erhält ADEF, indem man das Büschel Q(A, B, G) normal 
um /Lo} dreht und die Strahlenlängen durch 2cosa) dividiert; analog A D'£T'. 



*) Es steht nichts im Wege, diesen Satz als selbstverständliches Korollar 
zu § 22, 1 aufzufassen. — Die Dreiecke DEF, D'E'F' sind eindeutig bestimmt, 
da die Form der Vierecke ADEF, AE'F'D' gegeben ist. 
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3. ET||BC, FD||CA, D'E||AB; 
DD' = EE' = FF'; 

DD'a||BC, EE'a||CA, FFa||AB (Le). 
Beweis. EF, F'E' fassen auf derselben Seite von BC, sind 
gleichlang und unter gleichem Winkel nach entgegengesetzten Rich- 
tungen gegen BC geneigt; mithin ist E'EFT ein gleichschenkliges 
Trapez. Ebenso sind FTD'D, D'DE'E gleichschenkUge Trapeze. 
Des weiteren ist dann DE'FD' ein Kreisviereck, da ZDE'D' = DFD' 
ist; also ist DD'a||BC u. s. w. 

4. Die ümkreismittelpunkte von DEF, D'E'F' vereinigen sich 
in einem Punkte, der Mitte Z von OK. 

Denn ZOßZ = Oß'Z = co und ßZ = ß'Z = ßO : 2cosa). 

5. ET, F'D, D'E schneiden sich in einem Punkte; dieser Punkt 
ist der zweite Brocardsche Punkt des ADEF und der erste des 
AD'E'F' (Tu). Denn ZF'DF = ETE = D'ED = o). Analog 
für AD'E'F. 

6. Der soeben erwähnte Schnittpunkt ist der Grebesche Punkt 
K des AABC (Tu). • 

Beweis. Normale bezw. anormale Drehung der Strahlen ßß', 
Q'Q um Zo) und Division durch 2cosa) führen sowohl auf den 
Schnittpunkt als auf K. 

7. Die brebeschen Punkte der Dreiecke DEF, D'ET' liegen 
dorty wo die Parallele durch K zu ßß' von den Mittelloten auf 
QK, ß'K getroffen wird (Sl). 

§24. Der erste Lemoinesche Kreis. 

1. Der durch die Ecken der im vorigen § behandelten Drei- 
ecke gelegte Kreis (§ 23, 2, 4) heisst der erste Lemoinesche*); sein 

Radius o, ist = -^ (§ 23, 2). DE'EF'FD' heisst das Le- 

^^ 2cosa) ^^ ' '^ 

moinesche Sechseck, 

Zusatz. Q^>Qi^ abgesehen vom gleichseitigen Dreieck. 

2. Dei' erste Lemoinesche Kreis teilt jede Seite des AABC 
im Verhältnis der Quadrate seiner Seiten (Tu). 

*) Bei Adams (1Ö43) findet sich S. 79 der Satz: Sind J^, J^, J^ die Be- 
rührungspunkte des Inkreises eines Dreiecks mit den Seiten und zieht man durch 
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BE : EF' : F'C = c' : a' : b\ 
CF : FD' : D'A = a' : b' : c», 
AD;DE':E'B = J':c':a'. 

Denn BE : EF' = DK : KF' = AK^ : CK^s = c':a' (§ 18, 1) etc. 

3. Die Entfernungen des Grebeschen Punktes von den gleichen 
Seiten des Lemoineschen Sechsecks verhalten sich wie a~^ : b~^ : c"^- 

Beweis. Da ZKE'E = KFF' ist, so verhalten sich die Ent- 
fernungen des Punktes K von EE' und FF' wie KE' : KF = BK« : CK« 
=: c : = :c . 

4. Die Stücke y welche der et^ste Lemoinesche Kreis von den 
Seiten abschneidet^ verhalten sich wie deren Kuben (Kubenkreis) 
(Lb). Denn EF', FD', DE' gehören zu den Peripheriewinkeh 
a — CO, ß — £0, Y — «) (§ 1, Zus. 2)* 

5. EF' = -^tgco, FD' = -2^i«a>, DE' = ^t«ö); 

DD' = EE' = FF' = rigw. 



r 



w 



DD' = 2.-^5 sino); EF' : DD' =sin(a— a)):sin 

2cosa) ' m ^ 

(§ 1, a). 

6. Die Potenz des Grebeschen Punktes bezüglich des ersten 
Lemoineschen Kreises ist gleich r'tgco' (§ 15, 6), also gleich der Po- 
tenz desselben Punktes bezüglich des zweiten Lemoineschen Kreises 
(§21,3). 

Zusatz. Die Schnittpunkte der beiden Lemoineschen Kreise 
liegen auf dem in K auf OK errichteten Lote. 

7. Die sechs Dreiecke, in welche das Lemoinesche Sechseck 
von K aus zerfällt, sind dem AABC ähnlich. Vergl. § 15, 3. 

8. AADD'-f-BEE'+CFF' = DEF = D'E'F' (Tu). 
Denn AADD' = KDD' = KDF etc. 

AKEF'+KFD'+KDE' = Atga)cot2a). 

Denn diese Summe ist gleich A — 2 2 ADD' = All — -7^ 5-|- 

V 2cosa)V 

K, den Schnittpunkt von AJ^, BJ^, CJ^ Parallelen zu den Seiten des A J^ J^J^, 
so treffen diese den Umfang in sechs Punkten eines Kreises, dessen Zentrum die 
Mitte von JK ist, — Vergl. die Fassnote zu § 21, 4. 
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9. Der Inhalt des Lemoineschen Sechsecks ist gleich 

sincosinSo) . m \ 

^-7y — ^-ö— ^ (Eh). 
siQ^oosm^co 

Beweis, Der fragliche Inhalt ist = 2KEF'+2ADD' = 

(cos2a) 1 \ cos 2a) -4- 2 cos CO* 

2cosa)* 4cosa)V 4cosa)' 

cos 2a) sin CO -h sin 2a) cos 0) 
2 cos o) sin 2a) 

10. Die Summe der Dreiecke AET, BF'D, CD'E ist gleich 
dem Doppelten des Lemoineschen Sechsecks (Ss). 

11. Die Summe der ungleichen Seiten des Lemoineschen 
Sechsecks ist im allgemeinen grösser als die der gleichen Seiten. 

Denn -^-j- tga) ist grosser als 3rtga) = . tga) (das 

arithmetische Mittel dreier Zahlen, die nicht alle einander gleich 
sind, ist grösser als ihr geometrisches Mittel). 

§ 25. Die Potenzlinie des ersten Lemoineschen Kreises 
und des Umkreises. 

1. Die Potenzlinie des ersten Lemoineschen Kreises und des 
Umkreises ist die PascalscJie Gei'ade des Lemoineschen Sechsecks (Cy). 

Beweis. Trifft DD' (Fig. 19) die BC in X, so ist X als 
Schnittpunkt zweier gegenüberliegenden Seiten des Lemoineschen 
Sechsecks ein Punkt seiner Pascalschen Geraden. Da ferner DD'CB 
ein Kreisviereck ist, so ist XD.XD' = XB.XC; also gehört X der 
Potenzlinie der beiden genannten Kreise an. Ebenso wird bewiesen, 
dass Y, der Schnittpunkt von EE' und CA, und Z, der Schnitt- 
punkt von FF' und AB, den beiden Geraden gleichzeitig ange- 
hören. 

2. Die Gerade XYZ *s^ die Polare von K bezüfflich des ersten 
Lemoineschen Kreises (Cy). 

Beweis. X gehört der Polare von K an, da K der Schnitt- 
punkt der Diagonalen DF', ED' des Kreisvierecks DEF'D' ist. 

3. Die einander gegenüberliegenden Randdiagonalen DE und 
D'F', EF und E'D', FD und F'E' schneiden sich auf der Geraden 
XYZ (Sl). 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. 4 
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Fig. 19. 




Beweis. Die fraglichen Schnittpunkte liegen auf der Polare 
von K bezüglich des ersten Lemoineschen Kreises. 

4. Das von den gleichen Seiten des Lemoineschen Sechseck 
umschlossene und mit dem Höhenfusspunktendreieck ähnlich liegende 
APQR ist dem AABC perspektivisch*) mitl^Z als KolUneatiom- 
achse und K uls Kollineationszentrum (N). 

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist in 1 bewiesen. — 
Die Lote von P auf AC und AB verhalten sich wie PF sin;? : PE'sin/ 
= J:c;. mithin liegt P auf der Geraden AK. 

5. Der erste LeTnoinesche Kreis ist konzentrisch einem Kreide, 
der die Seiten des APQR berührt; dieser Berührun^skreis ist gleich 
dem Feuerbachschen Kreise des AABC (Tu). 

*) Wenn die paarweise gezogenen Verbindungslinien der Ecken zweier Dreieckt 
sich in einem Punkte schneiden, so liegen die Schnittpunkte entsprechender Seiten 
in einer Geraden. Umgekehrt: Wenn die Schnittpunkte der Seiten zweier Dreiecke 
paarweise in gerader Linie liegen, so schneiden sich die Verbindungslinien entspre- 
chender Ecken in einem Punkte (Desargues, 1648J. Zwei Dreiecke von dieser gegen- 
seitigen Beziehung der Lage heissen perspektivisch; der Schnittpunkt der Ver- 
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Beweis. Gleiche Seimen eines Kreises werden von einem kon- 
zentrischen Kreise berührt. Ist nun S der Fusspunkt des Lotes 
von Z auf DD', so ist S die Mitte von AK, also Zd = ^OA. 

§ 26. Die weiteren Schnittpunkte der Diagonalen des 
Lemoineschen Sechsecks. 

1. Man bezeichne den Schnittpunkt von 

EF und ET' mit A, FD und F'D' mit ju, DE und D'E' mit v. 

AAjur ist ähnlich und in Ahnlichkeitslage zu ABC (F). 

Beweis. Z.DjwD' =: DvD' = 2(ü, also BvfiD' ein Kreisviereck; 
mithin ist ZD^wr = DD'v = DFE', also Viti||E'F||BC. 

bindungslinien entsprechender Ecken heisst ihr KoUineationszentrum; die Ge- 
rade, welche die Schnittpunkte entsprechender Seiten enthält, ihre KoUinea- 
tionsachse. — Wie Desargues bemerkt hat, ist dieser Satz eine anschauliche 
V^ahrheit, wenn die beiden Dreiecke in zwei verschiedenen Ebenen liegen. 
Für den Fall, dass die beiden Dreiecke derselben Ebene angehören, sei der 
planimetrische Elementarbeweis hier mitgeteilt. 

Die beiden Dreiecke seien ABC, A'B'C, und es werde vorausgesetzt, dass 
die Geraden AA', BB', CC sich in einem Punkte schneiden. Man bezeichne 

den Schnittpunkt von 

BC, B'C mit «, 

CA, CA' mit ß, 

AB, A'B' mit y. 

Betrachtet man nacheinander die Dreiecke BCO, CAO, ABO als durchschnitten 

von den Geraden B'C, CA', A'B', so giebt der Satz des Menelaus 

B«. CC. OB' = «C. CO. B'B, 

Cß. AA'. OC = Mrf A'O. CC, 

Ay. BB'. OA' = yB. B'O. A'A 

Ba. Cß, Ay =oC. ßA. yB; 

die Umkehrung des Menelaischen Satzes liefert also die Behauptung. — Wird 

umgekehrt vorausgesetzt, dass die Seitenschnittpunkte «, ß, y in gerader Linie 

liegen, so betrachte man die Dreiecke 

BB'y, CC/S, 
welche der Voraussetzung des direkten Satzes entsprechen, da 

BC, B'C, Yß 
sich in a schneiden. Es liegen also die Schnittpunkte von 
BB' und CC, By und Cß, B'y und Cß 
in einer Geraden, d. h. der Schnittpunkt von BB' und CC liegt auf AA'. 

4* 
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2. Der Ahnlwhkeitspunkt S' der Dreiecke Awv, ABC liegt mit 
H und Z in einer Geraden (Sn). 

Denn Z ist der Höhensolmittpunkt des AAjur. 

3. Punkt S' w< rf^r Winkelgegenpunkt der Mitte S ro« 
QQ' (F). 

Beweis. Die Lote von A auf DE und DT' verhalten sich wie 
sin/9:siny = 6:c. Ferner ist DE||AÖ, DT||AQ' und die Ent- 
fernungen der Parallelen verhalten sich wie AD : AD' = 6 : c; mit- 
hin verhalten sich auch die Entfernungen des Punktes A von Aß 
und Aö' wie b : c. Nun aber verhalten sich die Entferpungen des 
Punktes S von AQ und AQ' wie AQ' : Aß = c? : 6. Hiernach sind 
AS, AS' Gegentransversalen bezüglich des Z.QAQ', also auch be- 
züglich des Z.BAC. 

4. Man bezeichne den Schnittpunkt von 

DF, D'E' mit ^, ED, E'F' mit ^ FE, F'D' mit x, 
A^tx ist perspektivisch zu ABC. Das Kollineationszentrum D'*) 
hat die Normalkoordinaten a', i', c^ (Cy). 

Beweis. ADE'^(-J D'F^; folglich verhalten sich die Lote 
von ^ auf b und c wie b^:c^ (§24, 4); dasselbe gilt für jeden 
Punkt der Geraden A^. Jeder Punkt der Geraden Bc hat von c 
und a das Abstandsverhältnis c^ : a^, und jeder Punkt der Geraden 
Cx hat von a und b das Abstandsverhältnis a^ : 6^ Mithin schnei- 
den sich die drei Geraden in der angegebenen Weise. 

5. Die Dreiecke i^cxy kfiv sind perspektivisch mit K als Kolli- 
neationszentrum (F). 

Beweis. D'E'F'DFE ist ein Pascalsches Sechseck; folglich 
liegen ^, A, K in einer Geracfen. 

6. Man bezeichne den Schnittpunkt von 

E'F, DD' mit ?, F'D, EE' mit ij, D'E und FF' mit C- 
Die Punkte J, ij, f liegen auf einer Geraden, der Polare des Punktes 
D' (4) bezüglich des ersten Lemoineschen Kreises (Cy). 

Beweis, ^ ist der Pol von A^, also geht die Polare von D' 
durch J. Dasselbe lässt sich für ij und f nachweisen. 

7. Man nenne den Schnittpunkt von 

A^, DD' : y, B*, EE' : x, Cx, FF' : xp. 
*) Nicht zu verwechseln mit dem gleichnamigen Punkte auf der Seite CA. 
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/SifXip ist perspektivisch zu 7j Z,Z mit K als Kollineationszen- 
tmm (F). 

Beweis. Die Entfernungen des Punktes (f von b und c ver- 
halten sich wie b^ : <?'; daher verhält sich (pU : (pD = b^smß~^ : c^ 
siny-^ = b' : c^ = KD'' : KD^ Mithin ist Ky Gegenmittellinie im 
AKDD'. Da nun KZ^ Mittellinie in dem ungleichwendig ähn- 
lichen AKF'E ist, so liegen % K, Z« in einer Geraden. 



Tlertet» Kapitel. 

Die Tuckerschen Kreise; der Taylorsche Kreis. 

Einleitung. 

Statt der unter den Winkeln cd, W, 90^ — w um- resp. ein- 
geschriebenen Dreiecke kann man allgemein Dreiecke betr^achten, 
welche einem gegebenen Dreiecke unter beliebigem Winkel ^ um- 
resp. eingeschrieben sind. Gleichwie die Ecken, so beschreibt jeder 
Punkt des veränderlich umgeschriebenen Dreiecks einen Kreis, jeder 
Punkt des veränderlich eingeschriebenen Dreiecks eine Gerade. 
Dabei behalten die Brocardschen Punkte ihre ausgezeichnete Eigen- 
schaft als Doppel- oder Drehpunkte. Die Umkreise der einge- 
schriebenen Dreiecke werden als die Tuckerschen Kreise des Grund- 
dreiecks bezeichnet; dieselben bilden eine Sc/iar mit der Zentrale 
OK, und ihre Radien hängen in einfacher Weise mit r, co und ^ 
zusammen. 

Fällt man von den Höhenfusspunkten eines Dreiecks Lote auf 
die Nachbarseiten, so ergeben sich sechs Punkte eines besonderen 
Tuckerschen Kreises. Dieser sog. Taylorsche Kreis steht den 
früher behandelten Sonderfällen (den Lemoineschen Kreisen und 
dem Umkreise der Fusspunktendreiecke von Ü, Q') insofern gegen- 
über, als sein Radius nicht durch r und cd allein dargestellt wer- 
den kann; es hängt dies damit zusammen, dass der Einschreibungs- 
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Winkel der zugehörigen Dreiecke durch die Relation 

tg* = — (tga+tg/9+tgy) 

gegeben ist, und dass zwischen ^ und cd keine identische Beziehung 
obwaltet. 

§27. Die einem Dreieck unter beliebigem Winkel 
umgeschriebenen Dreiecke. 

1. Legt man an AB, BC, CA in A, B, C bezw, in B, C, A 
gleichzeitig nach aussen oder gleichzeitig nach innen denselben Win- 
kel d" an, 80 umschliessen die Endschenkel ein dem AABC gleich- 
wendig ähnliches ALMN (T) bezw, L'M'N' (T'), welches mit ABC 
den ersten bezw. den zweiten Brocardschen Punkt zum Doppelpunkte 
hat (Cr). 

Beweis vergl. § 22, 1. 

Zusatz, Die Örter für L^ M, N; L', M', N' sind die Bei- 
kreise (J). 

2. Je zwei umgescht^iebene Dreiecke T, T', d£ren Seiten mit 
denen des Ü7dreiecks gleiche Winkel bilden, sind kongruent. Das 
Ähnlichkeitsverhältnis eines unter dem Z. d" umgeschriebenen Dreiecks 
zum AABC ist = sin(^+a)) : sinco, wobei ^ nach aussen hin als 
positiv und nach innen hin als negativ zu rechnen ist (J). 

Beweis vergl. § 22, 2. 

Anm. Man kann sich T resp. T' entstanden denken, indem Büschel ß 
(A, B, C) in anormaler resp. Büschel Q' (A, B, C) in normaler Richtung um 
den Winkel t*^ gedreht und die Strahlenlängen mit sin(.94-o)) : sinw multi- 
pliziert werden. — Um ein negatives Ähnlichkeitsverhältnis zu vermeiden, 
werde 

— w^.^< 1800 — w 
vorausgesetzt, offenbar eine zulässige Annahme, da hierdurch alle möglichen 
Lag&n der umgeschriebenen Dreiecke umschlossen werden. 

3. Besondere Fälle. 

a) ^ = — co; diese Annahme liefert die Nulldreiecke der 
Scharen, die Punkte ß, ß'; 

b) ^ = führt zum Grunddreieck zurück; 

c) ^ = 0); s. §22; 

d) ^ = rf, wo rf die untere oder obere Grenze der Dreiecks- 
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winke! bei gegebenem w be- ' 
zeichnet (§10); T, T' sind Fig. 20. 

kongruent dem Dreieck, des- 
sen Seiten durch A, B, C 
parallel zu BC, CA, AB ver- 
laufen (Eh); 

e) ^=90'— co; die Sei- 
ten der Dreiecke T, T' stehen 
in diesem Falle senkrecht auf 
den Scheitellinien durch Q 
bezw. Q', Die Dreiecke T, 
T' erreichen ihr Maximum 
Asina)-2 (Cr); 

f) ;> = 90^ der im §20 
behandelte Fall. Die Drei- 
ecke T, T' sind diesmal um A kleiner als die unter e) bezeich- 
neten Maximaldreiecke (Cr). — Allgemein ist die Summe zweier 
Dreiecke, deren Seiten in den Punkten A, B, C aufeinander senk- 
recht stehen,j[gleich dem Maximaldrei eck e). 

g) ^ = 90°+«); T, T' ergänzen sich mit c) zu e). 

h) ;^=180°— 2a); T, T' sind kongruent dem Grunddreieck 
(Fig. 20) (Cr). — Allgemein sind solche Dreiecke kongruent, deren 
Parameter ^,, ^j sich zu 180^ — 2co ergänzen, deren Seiten also 
symmetrisch zu denjenigen der Maximaldreiecke liegen. 

4. Irgend ein Punkt p(p') (Fig. 21) des veränderlichen Drei- 
ecks T(T') beschreibt einen Kreis durch Q(Q'), und zwar denjenigen 
Kr eis j d^r über QP(QT') nach der anormalen (normalen) Seite hin 
Z.W als PeHpheriemnkel fasst; P(P') bezeichnet hierbei die Lage 
des Punktes p(p') irfi Grunddreiecke (Le und N). 

Beweis, Ist ^>o, so ist im APßp Zlß:=^ und QpiQV 
= sin(^-t-co): sinco; daraus folgt Z.Qp? = w. — Ist ^<:o, so 
ist Zß = — ^ und ZQ;>P = 180°— co. 

Anm. Der Satz gilt in modifizierter Form auch dann, wenn die Gestalt 
des Dreiecks T(T') zwar fest, aber nicht derjenigen des AABC gleich ist; 
ferner dreht sich jede Gerade des beweglichen Dreiecks um einen festen 
Punkt {DeLafitte, N. A. 1855, S. 266-268; 1858, S. 48). 

5. a. Die ümkreismittelpunkte der Dreiecke T, T' durchlaufen 
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die Kreise durch und ü resp. uvd ü', welche OK in be- 
rühren. 

b. Die Grebeschen Punkte der Dreiecke T, T' durchlaufen 
den Kreis mit dem Durchmesser OK (N). 

c. Die weiteren Brocardschen Punkte der Dreiecke T, T' 
du/rchlaufen den Kreis um durch Q und Q' (Sc). 

6. ist der Dop- 
Fig- -1- pelpunkt je zweier 

demselben ^ entspre- 
chenden Dreiecke der 
Scharen T, T (Le 
u. N). 

Beweis. 
Z.QOo= 180«—^ 
— o), Z.QOk =i> 
+0); also geht ok 
durch 0. o\ k' sind 
die Spiegelpunkte 
von 0, k bezüglich 
OK ;' ist also der 
Schnittpunkt der ho- 
mologen Geraden ok 
o'k' und teilt die- 
selben in gleichem 
Verhältnisse. 

7. Den Dreiecken T, T' entsprechen zwei Dreiecke L^MjN/Ti), 
LjMiN,(T'J mit absolut gleichem aber entgegengesetztem ^. Die 
Geraden LL^, MM,, NN^ bezw. L'L,, M'M',, N'Nj umschliessen zwei 
Dreiecke, deren Seiten denen von ABC parallel sind, und welche 
mit ABC den Punkt Q bezw. Q' zum Ähnlichkeitspunkte haben 
(Br, Le u. N). 

Beweis. ALCL^ ist ein Kreisviereck, folglich zlALL, = ^, 
ebenso ZBMM, =^ und ZCNN, = ^; also LL, || AB etc. und 
Q Doppelpunkt der Dreiecke T und T,, also auch von A und T,. 

8. a. LLj, LXj schneiden sich auf der Mittellinie AG (Le u. 
N). — Folgt daraus, dass die Entfernungen der Punkte L, L' von 
c und b sich verhalten wie b:c (ALAC<-^ L'AB). 
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b. M'Mj, NNj schneiden sich auf der Gegenmittellinie AK 
(Le u. N). — Folgt daraus, dass die Entfernungen der Punkte M', 
N von c und h sich verhalten wie c\h (AABM'<-> ACN). 



§ 28. Die unter beliebigem Winkel eingeschriebenen 

Dreiecke. 

1. Zwei Dreiecke DEF, D'E'F' (Fig. 22), die dem AABC 
normal bezw. anormal unter dem Zl ^ eingeschrieben sindy sind 
dem Grunddreiecke ähnlich und haben mit ihm den ersten bezw. 
zweiten Brocardschen Punkt zum Doppelpunkte. 

Beweis vergl. § 23, 1. 

Zusatz. Da ZAQD = BQE = CQF = ^ ist, so erhält man 
ADEF, indem man in Q an AQ, BQ, Cß, der normalen Rich- 
tung folgend, Z^ anlegt. Analog AD'E'F'*) (Ho). 

Fig. 22. 



B^ 




*) Wie zeichnet man dem A ABC ein gleich wendig ähnliches DiEiFi ein, 
dessen Seiten mit den homologen des ersteren den ^ .^ bilden, so dass Di 
auf BC, El auf CA, Fi auf AB fällt? Beschreibt man an einer dieser Vor- 
aussetzung entsprechenden Figur die Kreise BDjFi und CDiEi, welche sich 
in X schneiden mögen, so ergiebt sich 

Z.BXC = BXDi + DiXC = BFiDi + DiEiC = 2«; 
ebenso Z. CXA = 2ß, Z- AXB = 2y. Es ist also X der ümkreismittelpunkt 
des A ABC. Aber X ist diesmal nicht der Doppelpunkt der Dreiecke ABC 
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2. Je zwei Dreiecke, deren Ecken durch Drehung des Büschels 
Q(A, B, C) resp, des Büschels Q'(A, B, C) auf den Seiten AB, BC, 
CA resp. AC, CB, BA entstehen, sind kongruent, falls der Drehungs- 
winket derselbe und die Drehungsrichtung die entgegengesetzte ist. 
Das Ahrdichkeitsverhältnis eines unter dem Z.^ eingeschriebenen 
Dreiecks zum AABC ist gleich sinco : 8in(^-+-co). 

Beweis. QD : QA = sinco : sin(^H-a)), ß'D' : Q'A = sinoj : 
sin (^ -ha)). 

Zusatz. Besondere Fälle ergeben sich aus § 27, 3 durch Um- 
kehrung. — Die Fusspunktendreiecke der Brocardschen Punkte sind 
die kleinsten dem AABC eingeschriebenen und ihm ähnlichen 
Dreiecke. 

3. Zwei zusammengehörige Dreiecke DBF, D'E'F' lassen fol- 
gende Beziehungen eintreten: 

ETilBC, F'DiICA, D'E||AB; 

DD' == EE' = FF'; 

DD'a II BC, EE'a ;] CA, FF'a i| AB. 

Beweis s. § 23, 3. 

4. Irgend ein Punkt p(p') (Fig. 23) des veränderlichen ADEF 
(D'E'F') beschreibt eine Gerade; diese Gerade steht senkrecht auf 
derjenigen Strecke^ welche de7i dem Punkte p(p*) entsprechenden 
Punkt pXp'J des AQ,QaQ^(Q;Q;S>;) mit Q(Q') verbindet (Ss). 

Beweis. Bedenkt man, in welcher Weise ADEF und insbe- 
sondere AQcöaÖö aus AABC entsteht, so findet sich, wie ADEF 
aus Aäc^a^A zu erhalten ist: Man dreht Büschel Q(Qc, ^a^Q») 
normal um Z^+co — 90° und dividiert die Strahlenlängen durch 
sin (^ -heu). Daraus folgt aber, dass p auf dem Lote liegt, welches 
auf Qp^ in p^ errichtet ist. Entsprechend ergiebt sich p' aus Q'p[. 

und DiEjF,; denn aus ^lElDlF^ = «, .LXEiDi = OCB = R — « etc. erkennt 
man, dass X Hohenscbnittpunkt des A I)iE,Fi ist. Also D,OJ_E,Fi, ferner 
00a_LBC, folglich Z.D,00« = Z.(F,Ej, BC) = ^% Hieraus die Konstruktion: 
Man legt in an den Mittelloten in gleichem Sinne den <1 ^ an. So ergeben 
sich Paare kongruenter dem A ABC gleichwendig ähnlicher Dreiecke, welche 
alle den Punkt zum Höhenschnittpunkte, also zum Doppelpunkte, haben. 
Bemerkenswert ist noch, dass die hier auftretenden Kreistemionen aus kon- 
gruenten Elementen bestehen (Ho). — Für eine andere Konstruktion vergl. 
den Schluss der Fussnote zu § 23, 1. 
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Fig. 23. 




Anm. Allgemein 
gilt der Satz: Bewe- 
gen sich die Ecken 
eines Dreiecks von 
fester Form auf drei 
festen Geraden, so 

beschreibt jeder 
Punkt des bewegli- 
chen Dreiecks eine 
Gerade {De Lafitte, 
1. c). 



. 5. a. Die Um- 
kreiszentren der 
Dreiecke DEF, 
B'E'F durchlaufen 
die Gerade OK. 

b. Die Grebe- 
sehen Punkte der Dreiecke DEF, D'ET' durchlaufen das Lot auf 
OK in K. 

c. Die weiteren Brocardschen Punkte der Dreiecke DEF, D'E'F' 
durchlaufen die Geraden Q'K, QK. 

Um diese Sätze zu beweisen, vergegenwärtige man sich die 
Lage der entsprechenden Punkte im AöcöaS*; dieselbe^ ergiebt 
sich aus dem Viereck QOQ'K, indem man dasselbe 1) um Q her- 
umdreht, bis in die Richtung QQ' fällt, und 2) soweit verkleinert, 
dass auf S zu liegen kommt. 

6. Zwei zusajnmengehm'ige Dreiecke DEF, D'E'F' haben den- 
selben ümkreismittelpunkt. 

Beweis, Dreht man QO normal, Q'O anormal um demselben 
Z.^, so schneiden die Endstrahlen auf OK denselben Punkt aus. 

§ 29. Die Tuckerschen Kreise. 

1. Die Ecken der beiden einem A ABC unter demselben Winkel 
normal und anormal eingeschHebenen Dreiecke (Fig. 24) liegen auf 
einem Kreise, 

Beweis, Die Dreiecke- sind kongruent (§ 28, 2) und haben 
denselben ümkreismittelpunkt (§ 28, 6). — Oder vermittelst § 28, 3. 

Dm' dem Einschreibungswinkel d- entsprechende Kreis hat den 
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Radius x^=r —v—z ^ CS 28, 2). Sein Mittelpunkt o teilt OK 

8in(«)H-^) ^^ ' ^ ^ 

im Verhältnisse tg^itgco; denn 

^ ^ Oo oK sin^ cos^ 

Oo : öK = ->,— : 



iio ' Qo sino) ' coso) 

Antn, Die Umkreise der Dreieckspaare DEF, D'E'F' heissen die Tucker- 
schen Kreise des A ABC. Der Umkreis der Fusspunktendreiecke von Q und 
Q', die Lemoineschen Kreise und der Taylorsche Kreis (§ 31) sind spezielle 
Tuckersche Kreise. 

2. Die den Dreiecksseiten angehörenden Sehnen eines Tucker- 
schen Kreises verhalten sich wie siii(a — ^):sin(j9 — ^):siii()' — ^). 

Denn die zugehörigen Peripheriewinkel sind bezw. a — ^, ß — ^, 

sin^ sin^ sin^ 

A = 2rsin^. 

3. BE=A-^, CF =A — , AD=A — ; 

CF = A — , AD' = A — , BE' = A-^. 

DD' = EE' = FF' = X. 

4. Normalkooo'dinaten des Zentrums o eines Tuckerschen Kreises: 

cos(a — ^), C08(j9 — d-), cos(y — ^); ?yi = r. 

Beweis, oOa = oE cos E ooa . 

5. Die Tuckerschen Kreise bieten das eleganteste Mittel zur 
Konstruktion zweier untei^ dem Z.d^ eingeschriebenen Dreiecke DEF, 
D'ET'. Man legt Zl^ in ß an QO nach K hin an und gewinnt 
so auf OK den Mittelpunkt o. Darauf verlängert man QO und 
zieht durch den Schnittpunkt mit der Peripherie des Umkreises 
eine Parallele zu OK; diese trifft Qo in einem Punkte der Peri- 
pherie des betreffenden Tuckerschen Kreises. 

6. Zwei Werten von d^, die sich zu 180^ — 2«) ergänzen, ent- 
sprechen zwei kongruente Tuckersche Kreise, de^'en Mittelpunkte o, Oj 
symmetrisch zu S gelegen sind, — Kann aus 5 gefolgert werden. 

7. Aufgabe, Aus dem Radius r eines Tuckerschen Kreises sein 
Zenti'um zu finden. 
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Man verlängere QO und ziehe durch den Schnittpunkt mit der 
Peripherie des Umkreises die Parallele zu OK. Darauf lege man 
r zwischen beiden Parallelen ein, wodurch zwei Richtungen ge- 
wonnen ^-^den, denen ßö, ßo, parallel sind. 

8. r^fgabe. Einem AABC zwei demselben gleichwendig kon- 
gruente iX^^^eche einzuschreiben. 

Man V^Vlängere OS um sich selbst und beschreibe um den End- 
punkt der ^erlängierung einen Kreis mit dem Radius r; derselbe 
begegnet den Seiten des AABC in den Ecken der gesuchten Dreiecke. 

9. Aufgabe. Einem A ABC normal oder anormal Dreiecke ein- 
zuzeichnen, welche seinem Mittendreiecke gleichwendig konginient sind, 

r^-Jr, also ^ = (J (§10). Beschreibt man daher um ß mit 
^QO einen Kreis, welcher OK in o, o, trifft, alsdann um o und o, 
Kreise mit ^r, so begegnen letztere den Seiten des AABC in 
den Ecken der gewünschten Dreiecke (4 Lösungen). 

10. Aufgabe. Einem AABC zwei demselben gleichwendig ahn- 
liehe einander kongruente Dt^eiecke einzuschreiben , welche eine Ecke 
gemeinsam haben. 

Der zugehörige Tuckersche Kreis berührt in diesem Falle eine 
der Seiten des AABC; es sei dieses die Seite a, so dass die Punkte 
E, F' zusammenfallen. Aus 3 ergiebt sich BE : CF' = c' : J'; mithin 
ist der Berührungspunkt der Fusspunkt der Gegenmittellinie A«- Aus 
2 folgt ^ = a, also ED || CA, EFa || BA; F'D' |1 BA, F'E'a || CA. 

11. Unter welcher Bedingung teilt ein Tuckerecher Kreis die 
Seite a in 3 gleiche Teile? 

b = c, ^ = ia. 

12. Unter welcher Bedingung fällt das Zentrum eines Tucker- 
schen Kreises auf die Seite a? 

^ = a— 90°, wenn a-+-ci)^90^ 
^ = a-h90^ wenn a-hci)<90°. 

§ 30. Die Tuckerschen Kreise und der Grebesche Punkt. 

1. Das von den Parallelen E'F, F'D, D'E zu den Seiten des 
Grunddreiecks umschlossene Agi^^ hat mit AABC den Grebeschen 
Punkt zum Ähnlichkeitspunkte (Le). 
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Denn A?, Bi?, CC halbieren die Antiparallelen DD', EE', FF' 
zu den Seiten des AABC. 

Umkehrung: Liegt AJijf ähnlich gegen AABC in'^^'zug auf 
K als AhnlichkeitspunJct, so treffen seine Seiten diejenige* an ABC 
in sechs Punkten eines Tuckerschen Kreises, ^^' 

Beweis, Man zeige, dass die in § 28, 3 angegel^j^^bn Eigen- 
schaften stattfinden, woraus dann folgt, dass die Dri^dcke DEF, 
D'ET' der Voraussetzung des § 29, 1 entsprechen. 

Zusatz. Zieht man durch einen Punkt einer GegenmittdUnie 
Parallelen zu den unbeteiligten Seiten, so gewinnt man vier Punkte 
eines Tuckenchen , Kreises. — Zieht man die Panälelen durch K. 
so ergieht sich Lemoines erster Kreis. 

Fig. 24. 




2. APQR, welches von den gleichen Sehnen DD', EE', FF 
umschlossen wird, liegt perspektivisch zu A ABC mit K ah Kollinea- 
tionszenti^um (K). 
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Beweis. PE' = PF; ZPE'B = y, ZPFC = i9. Also ver- 
halten sich die Entfernungen des Punktes P von c und b wie c: J; 
folglich liegt P auf der Gegenmittellinie AK«. 

Umkehrung: Liegt APQR ähnlich gegen das Ecktangenten- 
dreieck des Umkreises von ABC in Bezug auf K als Ähnlichkeits- 
punkty so treffen seine Seiten diejenigen von ABC in sechs Punkten 
eines Tuckerschen Kreises. 

Beweis wie bei der Umkehrung von 1. 

Zusatz. Zieht man durch einen Punkt einer Gegenmittellinie 
Antiparallelen zu den unbeteiligten Seiten, so ergeben sich vier Punkte 
eines Tuckerschen Kreises. — Zieht man die Antiparallelen durch 
K, so erhält man Lemoines zweiten Kreis. 

3. Die Potenzlinie eines Tuckerschen Kreises und des Um- 
kreises ist die Pascalsche Gerade des zugehörigen Sechsecks d. h. die 
Kollineationsachse der Dreiecke ABC und PQR. 

Beweis s. § 25, 1. 

4. Die Polare von K bezüglich eines Tuckerschen Kreises ist 
parallel der in 3 genannten Geraden; ein Zusammenfallen findet 
nur beim Umkreise und beim ersten Lemoineschen Kreise statt. 

5. Die Lote von den Ecken des A ABC auf die entsprechen- 
den Seiten des APQR schneiden sich in 0; die Lote von den 
Ecken des APQR auf die entsprechenden Seiten des AABC treffen' 
sich in o*) 

6. Der Inkreis bezw. ein Ankreis des APQR ist konzentrisch 
dem zugeordneten Tuckerschen Kreise (K). Der gemeinsame Mittel- 
punkt ist die Mitte zwischen und dem Umkfreiszentrum n des 
A5i?C(Le). 

Beweis. DD' = EE' = FF'. ?7r||A0, weil die Dreiecke JijC, 
ABC ähnlich liegen. Das Mittellot auf DD' geht durch die Mitte 
von AJ und ist || AO, geht folglich durch die Mitte von O/r. 

Arm. Die Verallgemeinerung der Sätze des § 26 bildet eine dankbare 
Aufgabe. Im übrigen sei bemerkt, dass die vorhergehenden Untersuchungen 
ihre naturgemässe Erweiterung (Tl, Ar u. a.) in der Betrachtung von Drei- 
ecken finden, welche einem gegebenen A LMN ähnlich und einem anderen ge- 
gebenen A ABC um- resp. eingeschrieben sind. 



*) Vergl. Steiner, Grelles Journal Bd. 2, S. 287; Ges. Werke I S. 157. 
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§ 31. Der Taylorsche Kreis. 

1. Veidängert man die Mitterdinien des Höhenfusspunktendrei' 
eck» eines AABC bis zum Schnitte mit den Seiten des letzteren, so 
erhalt man drei Gerade von gleicher Lange .*) 

Beweis. P, Q, R (Fig. 25) seien die Mitten der Seiten des 
AH^HyjH^; QR schneide AB in D, AC in D'. Da DD'||H,H^ 
und ZlHyjHyA =: HaH^B ist, so ist AQH^D gleichschenklig, 
QD = QHy. Analog zeigt man, dass ARH^jD' gleichschenklig, 

Fig. 25. 




*) Bezüglich der Eigenschaften 1—4 s. u. a. N. G. 1876, S. 218 und Eu- 
tarisj Journ. de math. elera. de Vuibert 1877, S. 43. 
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RD' = RH^ ist. Somit ist DD' gleich dem Umfange des APQR. 
Dieselbe Länge haben auch die Geraden EE', FF'. 

2. D, D', E, E', F, F' liegen auf einem Kreise, der einem 
Berührungskreise des A PQR konzentt^isch ist — Taylorscher Kreis. 

Beweis. Ist, AABC als spitzwinklig vorausgesetzt, t das In- 
kreiszentrum des APQR, t(JJ_QR, so ist 

Q(J+RP = R(J+QP, Q(J+QD = R(J+RD', m = T)'S, 
also d die Mitte von DD' etc. — Ist zlA>R, so tritt an die 
Stelle des Inkreises der der Seite QR zugeordnete Ankreis. 

3. Der Taylorsche Kreis geht durch die Fusspunkte der Lote, 
die von den Höhenfusspunkten des A ABC auf seine Seiten gefällt sind. 

Denn RD' = RH« = RH^, also HaD'l.AC etc. 

4. T ist auch der Schnittpunkt der Lote, die von den Mitten 
der Seiten des Höhenfusspunktendreiecks auf die entsprechenden Seiten 
des AABC gefällt sind.*) 

Denn A PF'E ist gleichschenklig, und Pr halbiert Z P. 

5. Di£ Sehnen, welche der Taylorsche Kreis von den Seiten 
des AABC abschneidet, sind gleich 

acosaco8(ß — y), 6cosj3cos(y — a), ^cosycos(a — ß). 

Beweis. FE = H^H^cos(H^H^, BC); 
HyB-ß : a = AUß : AB = cosa, also H^H^ = acosa. 

6. Die gleichen Sehnen DD', EE', FF' des Taylorschen Kreises 
sind gleich A : r = 2rsinasinj3siny. 

Beweis. ^2acosa = ^?'2sin2a = 2rsinasinj5siny. 

7. Die Entfernung des Mittelpunkts t von den gleichen Sehnen 
ist gleich rcosacosßcosy. 



*) Die aus der Zeit vor der Einreihung des Taylorschen Kreises unter 
die Tuckerschen Kreise bis jetzt bekannten Quellen enthalten folgendes: 1876, 
N. C. : Die in 4 genannten Lote schneiden sich in einem Punkte (Ed. Lucas). 
— 1877, J. de Vuib.: Die Punkte in 3 liegen auf einem Kreise (^Eutarü, Pseu- 
donym?). — 1879, Catalan, Th€orhnes et problemes de g^oni^trie, ß.^d.: Die 
Punkte in 3 bilden ein Sechseck mit parallelen Seiten und gleichen Haupt- 
diagonalen (Länge = A:r); Satz von Eutaris mit dem auf den Berührungs- 
kreis des Diagonalendreiecks PQR bezüglichen Zusätze; Satz 4. — 1880, N. G. 
S. 183 wird von Cauret anlässlich einer Aufgabe Brocards die Identität des 
A PQR mit dem Mittendreieck von H^H«H nachgewiesen. — 1880, Z. S. 
365, Kiehl: Satz 1 und 2, Beweise Z. 1881 S. 109. 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. 5 
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Beweis, ^rrf. —- = APQR = iHaH^H^ = iHaH^.HaH,. 

sinHj.HaH^ = |^cosy.6cos/9.8m(2R — 2a) = ^Acosacos/Jcosy. 
8. Der Radius q^ des Taylorschen Kreises ist gleich 



r]/sina'smj9*siny*-|- cosa'^cosj9*cosy' (Tl). 

Denn tD' = {\myy-^td\ 

9. Der Taylor sehe Kreis gehört zur Schar der Tuckerschen 
Kreise (K). 

Denn A PQR entspricht den Voraussetzungen in § 30, 2 Umk. 
— Hiernach sind 1, 2 und 4 spezielle Fälle früher bewiesener Sätze. 

10. Für den Winkel BDE = ^, unter welchem die Dreiecke 
DEF, D'E'F' deni AABC eingeschnehen sind, besteht die Gleichung 

ig^ = -tgaigßtgr (Tl); 

femer ist 

cos «cos 5 cos y .^^ . 

^3 = — r \- — - (Tl). 

^^ cos^ ^ 

Ergiebt sich aus dem rechtwinkligen ADrrf, in welchem ZlDrrf = 
180°— DFA = 180°—^ ist. 

11. Der Mittelpunkt des Taylorschen Kreises teilt OK im Ver- 
hältnisse 

-tg«tg|5tgy:tga) (§29, 1). 

Zusatz. T liegt auf OK selbst oder auf der Verlängerung, je- 
nachdem AABC stumpf- oder spitzwinklig ist. 

12. Die Entfernung des Zenti^ms r von a ist gleich 

^r [cos a — cos 2 a cos(/9 — y)] ; 

entsprechende Weihte gelten für it/,, tTc 

Beweis, Man berechne das Produkt ^3C0s(a — ^) (§ 29, 4) ver- 
mittelst 10. 

§32. Weitere Beziehungen des Taylorschen Kreises. 

1. Sind H, , Hj, H3 die Ilöhenschnittpunkte der Dreiecke 
AH^Hy, BH^H«, CHflH^, so schneiden sich die Geraden HjH«, 
HjH^, HjHy in t und halbieren sich hierselbst (N). 

Beweis, Die Vierecke H,H^HaH^ und iQHaR sind in Ähn- 
lichkeitslage mit dem Älmlichkeitsverhältnisse 2:1. 
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2. T ist auch die Mitte der Geraden^ welche mit dem Höhen- 
Schnittpunkte H^ des AHaHyjH^ verbindet (N). 

Beweis. Aus 2 folgt, dass HjHjUH^Hyj ist; deshalb steht 
AH,_LH,H3. ah, geht aber auch durch 0, da HyH^a||BC ist. 
Führt man diese Betrachtung in analoger Weise für BHj, CHj 
durch, so erkennt man, dass Höhenschnittpunkt des AHjH^H, 
ist. Das Weitere folgt daraus, dass sich die Dreiecke H^H^Hj, 
HaHyjHy in Ähnlichkeitslage befinden mit t als Ähnlichkeitspunkt 
und dem Ähnlichkeits Verhältnisse 1:1. 

3. Betrachtet man AH^H^Hy als ursprünglich gegeben, so 
sind A, B, C die Ankreiszentren; die Punkte D, D', E, E', F, F' 
ergeben sich dann als die Schnittpunkte der Polaren von H«, H^, 
Hy bezüglich der gegenüberliegenden Ankreise mit den Seiten des 
Zentralendreiecks ABC (N). 

Beweis. ET treffe H^H^ in r, HaH^ in ju; ferner sei X der 
Fusspunkt des Lotes von A auf H^H^. Vermittelst der Kongruenz 
der Dreiecke HyjFA, H^Fv; H^E'A, H^E^ beweist man, dass 
Avj_HaH^, AjUj_HaHy ist; folglich ist fiv oder E'F die Polare 
von Ha bezüglich des gegenüberliegenden Ankreises. 

4. Der ümkreismittelpunkt n des Polarendreiecks itj^ fallt zu- 
sammen mit dem Höhenschnittpunkte Hq des AHaHyjH^ (N). 

Beweis. Da H^Dx?^? HaD' JL5C, so ist H« Höhenschnittpunkt 
des ADD'5, und da H^HyjUDD' ist, so liegen J, H«, H^ in einer 
Geraden. Das Weitere ergiebt sich daraus, dass DD', fij anti- 
parallel bezüglich des Z. 5 sind. — Folgt auch aus 2 und § 30, 6. 

5. Der ümkreisradius des A^tj^ ist gleich der Summe des 
Umkreisdurchmessers und des Inkreishalbmessers des AHßH^H^ (N). 

Beweis. H,? = Ha?-H«Ho = AA-OH, = AO+H,A. 

6. Die Simsonlinien*) der Seitenmitten bezüglich des Höhen- 
fusspunkfendreiecks und ebenso die Simsonlinien der Höhenfv^spunkte 
bezüglich des Mittendreiecks schneiden sich sämtlich im Mittelpunkte 
des Taylorschen Kreises (Al). 



*) Simsordinie {R. Simson, 1687 — 1768) eines Punktes auf der Peripherie des 
Umkreises eines Dreiecks ist die Gerade, welche die Fusspunkte der Lote ent- 
hält, die von jenem Punkte auf die Seiten gefällt werden. 
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Beweis, Da H^., H^, C, B auf einem Halbkreise um G« liegen, 
so trifft das Lot von G« auf H^H^ diese Gerade in ihrer Mitte P. 
Die Lote von G« auf HaH^, HaH^ liegen symmetrisch zu BC und 
sind gleichlang, die Verbindungslinie ihrer Fusspunkte ist daher 
J_BC; da sie durch P geht, so geht sie auch durch r. — Des wei- 
teren sei H«Ao ±G^G^, HaBoXG^G«, HaC^iGaG^. Da B.HaC^G« 
ein Kreis Viereck ist, so ist Zl GaCq B^ = GallaBo = 90° — y = Gy AO, 
folglich AoBoColiAO. Nun ist A^ die Mitte von AH«, und Hj liegt 
auf AO; folglich geht AßB^Co durch die Mitte von HaH^ d. h. 
durch r. 

Anm. Interessante Analogieen und Beziehungen ergeben sich, wenn die 
Taylorschen Kreise der Dreiecke BGH, CAH, ABH untereinander und mit dem 
Taylorschen Kreise des A ABC verglichen werden (Cy). 



Fünftes Kapitel. 

Die Beikreise. 

Einleitung. 

Die beiden Kreisternionen, welche in ihrem Durchschnitt die 
Brocardschen Punkte liefern (§ 12, 1), zeigen sich nach verschie- 
denen Seiten hin der Betrachtung wert. Jeder Beikreis begegnet 
dem Umfange des Dreiecks in einem Punkte derjenigen Seite, die 
weder Sehne noch Tangente desselben ist; so ergeben sich durch 
die in der Gegenecke berührenden Kreise auf jeder Seite zwei 
Punkte, die symmetrisch zum Höhenfusspunkte liegen, mit dem 
sie im rechtwinkligen Dreieck zusammenfallen. Mit Zuziehung 
dieser Punkte wird es möglich, wichtige Sätze vom rechtwinkligen 
Dreieck auf das schiefwinklige zu übertragen. —- Auf den ersten 
Blick überraschend erscheint der Satz: Das dem ürdreieck un- 
gleichwendig ähnliche Dreieck, welches einem Beikreise seine Ent- 
stehung verdankt, hat mit jenem den entsprechenden Brocardschen 
Punkt gemeinsam. Die weitere Verfolgung dieses Gedankens führt 
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zur Betrachtung von sekundären Dreiecken verschiedener Ordnungen, 
die alle durch einen der Brocardschen Punkte mit dem ursprüng- 
lichen Dreieck in Zusammenhang stehen. Während nun aber bei 
den genannten ungleichwendig ähnlichen Dreiecken der gemeinsame 
Brocardsche Punkt seiner Eigenschaft als Doppelpunkt verlustig 
geht — der Doppelpunkt ist hier diejenige Ecke, an welcher der 
gemeinsame Winkel liegt — bleibt diese Eigenschaft erhalten bei 
den Mittelpunktsdreiecken der Beikreise in ihrer Beziehung zum Ur- 
dreieck. Auch sonst zeigt dieses Dreieckspaar viel Analoges zu 
den früher behandelten Paaren. — Von besonderer Wichtigkeit für 
das nächste Kapitel ist die Betrachtung der weiteren Schnittpunkte 
der Beikreise. In wieviel Punkten schneiden sich überhaupt diese 
sechs Kreise? Im allgemeinen begegnen sich sechs Kreise in 2-^- 
4-f-6-^-8-f-10=30 Punkten; gehen aber drei bezw. vier Kreise 
durch einen Punkt, so vertritt dieser 3 bezw. 6 Schnittpunkte. 
Deshalb vertreten die Ecken A, B, C je 6 und die Brocardschen 
Punkte je 3 Schnittpunkte. Die 6 übrig bleibenden Punkte lassen 
sich bequem in zwei Gruppen bringen. Die erste Trias umfasst 
die Schnittpunkte A', B', C je zweier dieselbe Seite in ihren End- 
punkten berührender Kreise; zur zweiten Trias gehören dann die 
Schnittpunkte A", B'', C" je zweier in derselben Ecke bemhrenden 
Kreise, Diese Punkte lassen sich auf einer Reihe anderer Örter 
nachweisen; ferner geben sich A' und A", B' und B", C und C" 
als Winkelgegenpunkte zu erkennen. 

§ 33. Metrische Beziehungen der Beikreise. 

1. Bezeichnet man (Fig. 26) die Schnittpunkte der Kreise 
Xa, x'a mit der Seite BC mit D, 
D', so ist (J, Wi) 

a) CD.a = 6^ BTi\a = c'; 

b) AD.a = AD'.a = fc; 

c) AD' = Ap'^ = BD\CDf 

d) BD'\ CD = c':b'; 

e) a' = 6'+c^=Fa.DD', 
je nachdem Z.a [spitz oder 
stumpf ist. 
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§ 34. Die Mittelpunktsdreiecke der Beikreise. 



2. Konstruiert man auf den anderen Seiten analog die Punkte 
E, E', F, F', so ist 

AE.BF.CD = AF.BD'.CE' = abc, 

AD.BE.CF = AD'.BE'.CF' = a6c (Wi). 

3. Sind Va, n, /'c; »a, r^^ r[ die Radien der in A, ß, C be- 
rührenden und durch Q bezw. Q' gehenden Beikreise, so ist 

^a = iJcoseca, n = ^ccosec/?, Vc = ^acosecy, 

*'a = i^rcoseca, rj, = ^acosec/9, r'c = ^icosec/; 

ferner XaO =^ ri, X60 = rJ, XcO = rc, 

Xj,0 = ^a, xJO = r^ , XeO = Vc. 

4. nr-a = nr; = nxaO = nx:.o = r' (j). 

5. nr'c = TcVa =^ r^rt ^= r^ (J); Xc, x^; x«, x^; x«,, xj, sind 
inverse Punkte bezüglich des Umkreises (R). 

6. WxaOö = nx;Oe = noo« (j). 



Fig 27. 



§ 34. Die Mittelpunktsdreiecke der Beikreise. 

1. Die Dreiecke XaXtXc, Xax'tx'c (Fig. 27) sind dem AABC 
gleichwendig ähnlich (He). 

Denn ihre Seiten sind die Mittellote auf den Scheitellinien 
nach Q, Q'. 

2. Die Mittelpunktsdreiecke 
haben mit ABC den ersten bezw, 
den zweiten Brocardschen Punkt 
zum Doppelpunkte (He). 

Denn 
Z^QxflXft = AxaXft = QAB etc. 

3. ist dei* zweite bezw. 
erste Brocardsche Punkt der 
Mittelpunktsdreiecke (He). 

Denn 
ZOx«Xc = QCA etc. 

4. Die Mittelpunktsdreiecke 
sind kongruent; ihr Ähnlich- 
keitsverhältnis zu ABC ist gleich 
1 : 2sina) (He). 
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Denn ÖO : ßß' = ßO : 2ßS = 1 : 2sina). 

Zusatz. Die Mittelpunktsdreiecke sind kongruent denjenigen 
Dreiecken, die dem Grunddreieck unter dem Winkel 30^ — co um- 
geschrieben sind (J). 

Anm. Die Mittelpunktsdreiecke werden erhalten, indem man das Büschel 
Ö(A, B, C) anormal und das Büschel Ö'(A, B, C) normal um den Winkel 
900 — t^ dreht und die Strahlenlängen durch 2sincü dividiert. Vergl. §27, 3e). 

5. Die Umkreismittelpunkte o, o' der Dreiecke XaXbXc, x'ax'bXc 
liegen auf der Parallele durch zu ßß', von um Oß* : ßß' ent- 
fernt (He). 

Beweis. Man drehe Büschel ß(0, ß') anormal (und Büschel 
Q'(0, ß) normal) um 90'—«) und lege Zßß'O an Oß in nach 
der Seite hin an, auf welcher ß' nicht liegt. 

6. Z, die Mitte von OK, ist der Grebesche Punkt der beiden 
Mittelpunktsdreiecke, also ihr Doppelpunkt (Ab, Sl). 

7. Die Kollineationsachse der Mittelpunktsdreiecke ist OK (Sl). 
Beweis. XaXt^ x[xa sind Mittellote auf Aß, Aß', schneiden 

sich also im Umkreiszentrum des AAßß', mithin auf dem Mittel- 
lote von ßß'. 

8. xiyXc wnd BC, XcXa und CA, XaXt und AB, x[x[ und BC, 
x[x'a und CA, XaXi und AB schneiden sich in den Ecken des Le- 
moineschen Sechsecks (§23, 1 Zus.) (Sl). Die Mittelpunktsdreiecke 
sind den unter dem Z-oa eingeschriebenen Dreiecken unter rechtem 

Winkel umgeschrieben (Ar). 

§ 35. Die sekundären Dreiecke. 

1. Treffen (Fig. 28) x«, x^, Xc die Seiten a, 6, c resp. noch in 
C,, A,, B,, so haben die Dreiecke ABCj, A^BC, AB^C den Punkt ß 
zum ersten Brocardschen Punkte (He). 

Beweis. Für AABC, sind x«, Xb Beikreise in derselben Art 
wie für ABC; ihr Schnittpunkt ß ist also erster Brocardscher Punkt 
des AABC,. 

Anm. Die Dreiecke AiBC, ABjC, ABCj heissen sekundäre Dreiecke der 
ersten Ordnung mit Beziehung auf den Punkt Q. 

Ganz in derselben Art ergeben sich aus der zweiten Beikreis- 
tf^as die zum Punkte ß' gehörigen sekundären Dreiecke I. 0. AJBC, 
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Fig. 28. 



ab;c, abc;. Trifft 

z. B. Xc die AB noch 
in A;, so hat AA;BC 
ebenso wie ABC den 
Punkt Q' zum zweiten 
Brocardschen Punkte ; 
denn die Beikreise xj, 
x'c sind beiden Drei- 
ecken gemeinsam. 

2. Die Sondei'ecken 
der sechs sekundären 
Dreiecke I. 0. stehen 
in der Lagebeziehung, 
dass AC, ||A;C, BAji 
B;A, CBJ|C;Bw?j5, wo- 
bei die drei verschiede- 
nen Richtungen nnit 

denen der ümkreistan- 
genten in B, C, A iiber- 
einstimmen (He). 

3. ßA,:QA = a^6^ 
Q'A; : Q'A = a' : c' (He). 

Beweis, Im AÖAA^ ist ZQAA^ = 180'— (a— co), ZQA,A 
= ß — 0). § 1, Zusatz 2. 

4. Jedes sekundäre Dreieck I. 0. hat mit dem ürdreiecke zwei 
Beikreise gemeinsam, ausserdem seinen besonderen Beikreis. Der 
dem AA,BC eigentümliche Beikreis x^^ berührt A,B in A^ und 
geht durch C. Die neuen Beikreismitten der sekundären Dreiecke 
I. 0. liegen auf den Seiten der Mittelpunktsdreiecke. So liegt Xa, 
auf XcXa, weil die Kreise x^^, Xc und x^ durch C und Q gehen (He). 

5. Auch die Dreiecke XaXtXc, XaXi^^Xc u. s. w. hohen mit A ABC 
einen Brocardschen Punkt gemeinsam (He). 

Folgt aus 1 und aus § 34, 2. 

Anm. A x ;?. jp- ist sekundäres Dreieck I. 0. von xk,x', denn L-7e.x„Ü 

ai c a o c^ oaj 

= w nach 5 und Lx^yjl ebenfalls =w; also geht der Kreis x^ö^fß auch 
durch x^ . Es hat also y.^ gegen C^x^x^x^ dieselbe Lage wie Aj zu A ABC 
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d. h. Die Mittelpunktsdreiecke der sekundären des ürdreiecks sind identisch mit 
den sekundären Dreiecken der Mittelpunktsdreiecke vom ürdreieck (He). 

6. Zu einem sekundär en Dreieck I. 0. geh&ren zvm neue se- 
kundäre Dreiecke^ die in Bezug auf das ürdreieck sekundäre Drei- 
ecke \\, 0. heissen sollen. So gehören zum AA,BC nur zwei neue 
sekundäre Dreiecke A^BC.^, A^BaC, wo C^ den Schnittpunkt von 
Xa, mit BC, Bg den Schnittpunkt von Xc mit A^B bezeichnet; das 
dritte würde wieder ABC sein. Jedes neue sekundäre Dreieck lie- 
fert einen netien Beikreis; das AA^BC.^ liefert den Kreis x«,, der 
AjCj in Cg berührt und durch B geht; das AAiBjC liefert den 
Kreis xi,^, der B^C in B^ berührt und durch A, geht. Die Kreise 
Xa^ und Xb^ gehen durch ß; Xf,^ liegt auf der Geraden x^Xa^, Xa, auf 
der Zentrale xtXcXc^. 

So kommen zu jedem sekundären Dreieck zwei neue sekundäre 
Dreiecke , zwei weitei*e durch Q bezw, Q' gehende Beikreise hinzu 
(He). 

§ 36. Die weiteren Brocardschen Punkte der sekundären 

Dreiecke I. 0. 

1. Jedes sekundäre Dreieck I. 0. hat ausser dem mit dem ür- 
dreieck gem£insam£n Brocai^dschen Punkte seinen besonderen Segmen- 
tärpunkt Es sei ß«, der zweite Brocardsche Punkt des AAjBC, 
Qa\ der erste Brocardsche Punkt des AA',BC; entsprechende Be- 
deutung haben ßi,, Qb\, ßc,, ßci- Zunächst ergeben sich dann 
leicht drei Örter für jeden dieser Punkte. So liegt (Fig. 29) ßj, 
1) auf Aß', weil Zß^ AC = ß'AC = co ist; 2) auf der Parallele 
durch B, zu Bß', weil Zß;,,B,A = ß'BA = co ist; 3) auf dem 
Kreise CAH, weil Zß^^CA = ^3— co, somit ZCß^^A = 180'— /? 
ist. Ebenso liegt Qc\ einmal auf Aß, dann auf der Parallele durch 
Cj zu Cß und drittens auf dem Kreise ABH (He, Eh). 

2. Die sechs Sonderpunkte liegen auf sechs durch ß und fi' 
gehenden Kreisen, welche je eine der Scheitellinien durch ß, ß' be- 
rühren (Eh). 

Beweis. In den ungleichwendig ähnlichen Dreiecken ABC, 
ACB, sind homologe Punkte A und A, , ß' und ß, ß und ß^,; 
folglich ist ZAßßJj = Aß'ß; also liegt ß&, auf dem Kreise durch- 
ß, ß', der Aß in ß berührt d. i. auf einem Beikreise des A Aßß' 
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Fig. 29. 




Zusatz. QQ'f,^a\\QQ' bezüglich ZlQAQ'; ebenso sind die Ver- 
bindungslinien der beiden Brocardschen Punkte eines jeden der fünf 
anderen sekundären Dreiecke antiparallel zu öß' mit Beziehung 
auf einen der Winkel ßAß', ßBß', ßCß'. Je zwei der Verbin- 
dungslinien sind infolgedessen wieder einander parallel (ößj, 1| 
Q'Qc\ etc.). 

3. Die sechs Punkte sind die Spiegelpunkte der Ecken de?' 
beiden Dreiecke^ die erhalten werden, wenn man AABC um seinen 
ÜTnkreismittelpunkt in der einen oder andere Richtung um 2co 
dreht (Eh). 

Zum Beweise vergleiche man die Winkel des AAßft,C mit 
denen des AA6C in Fig. 12. Den Punkten a, S, 6; »', SB', 6' 
dort entsprechen hier die Punkte ßc^, ßi^, ßj,,; ß^;, ßci, ßa^. 

Zusatz 1. Jeder der sechs Punkte ist von der Berührungsecke 
desjenigen Beikreises, dem das zugehörige sekundäre Dreieck seine 
Entstehung verdankt, gleichweit entfernt (Cß^, etc. = 2rsina}) (He). 
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, . . . liegen symmetrisch zu den 

, . . . liegen symmetrisch zu den 



Zusatz 2. Q'a, und ß„;, 
Mittelloten der Seiten (He). 

Zusatz 3. Qc, und ß^;, 
Höhen (Eh). 



§ 37. Die Schnittpunkte je zweier eine Seite in ihren 
Endpunkten berührenden Beikreise. 
1. Ist A' (Fig. 30) der Schnittpunkt der die Seite BC in ihren 
JSndpunkten B und C berührenden Beikreise xt und x'c, so ist 

ZBA'C = 2R— a, ZCA'A = 2R— y, ZAA'B = 2R— ^. 
Entsprechende Winkelbeziehungen gelten für B' (Schnittpunkt der 
Kreise Xc und x'a) und C (Schnittpunkt von Xa und xj). 

Zusatz. A\ B\ C liegen auf den Kreisen BCH, CAH, ABH 
respective. 

Anm, Die Punkte A', B', C vervollständigen die Trias H, Q, Q' zur sechs- 
zähligen Gruppe der Schnittpunkte je dreier Kreise, welche die Winkel «, ft y 
über den Seiten nach aussen hin als Peripheriewinkel fassen. 

2. A' liegt auf der Mit- Fig. 30. 
teliinie AG« (Bö). 

Beweis. Die Potenzlinie 
der Kreise x^, xj halbiert die 
gemeinsame Tangente BC. 

3. A' ist der Endpunkt 
der Verlängerung von G'G« 
um sich selbst, wobei G' den 
Schnittpunkt von AG« mit 
dem Umkreise bezeichnet. 

Beweis, 
ZG'A'B = ^ = A'G'C, 
ZG'A'C=y = A'G'B; 
folglich ist A'BG'C ein Parallelogramm. 

4. A' ist au>ch die Projektion des Höhenschnittpunktes H auf 
AGa (Bö). 

Denn im Kreise BCH ist ZHA'C = HBC = 90'— y, also 
ZHA'C+G'A'C = 90^ 

Zusatz. A' liegt auf dem Kreise mit dem Durchmesser HG. 
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Dasselbe gilt von W und C. AA'B'C ist also diesem Kreise ein- 
geschrieben, 

5. A A'B'C ist ähnlich dem Mittelliniendreieck des A ABC (F). 
Denn seine Winkel sind denjenigen supplementär, unter wel- 
chen die Seiten des AABC von G aus gesehen werden. 

6. A' ist der Spiegelpunkt des Punktes K', in welchem die 
Gegenmittellinie AK« den Umkreis schneidet. 

Beweis, Da G'K' || BC ist, so ist G^G' = G«K', mithin ^G'KT 
ein Rechter etc. 

7. A' liegt auf dem der Seite BC zu^eordneteii ApoUonischen 
Kreise*) d£s AABC (Ab). 

Denn BA' : A'G' = c,: a, CA' : A'G' = b:a, — Oder vermit- 
telst 6. 

8. A'B = ^, A'C = -|^, A'A=[-?*^1 (Ar). 
Bei der Berechnung dieser Strecken beachte man, dass GaG' 

ist. 



9. Die Fusspunktendreiecke von A', B', C sind gleichschenklig 
mit den Basiswinkeln a, ß^ y, Ist einer der Winkel, z. B. a, ein 
stumpfer, so fällt A' aus dem Dreieck heraus; der Basiswinkel 
seines Fusspunktendreiecks ist dann das Supplement von a. 



*) Die Apoilonischen Kreise des A ABC teilen dessen Seiten im Verhältnisse 
der jedesmal anliegenden Seiten und haben die Entfernung der Teilpunkte zum 
Durchmesser; dieselben gehen also durch die Fusspunkte zusammengehöriger 
Innen- und Aussenwinkelhalbierenden und durch die gegenüberliegenden 
Ecken. Ihre Mittelpunkte sind die Schnittpunkte L^, L^, L^ der Umkreistangenten 
in den Ecken mit den Gegenseiten; denn es ist beispielsweise, wenn 6 <: c, 
Z.LaAJa =j^H-i« und Z_LaJaA = /9-f-^«. Die Apollonischen Zentren teilen 
mit den Gegenmittellinien die entsprechenden Dreiecksseiten harmonisch; denn 
Büschel A(B, K', C, La) wird durch eine Parallele zu ALa harmonisch ge- 
schnitten (§21, 4 Zus.). Es folgt hieraus, dass die Apollonischen Zentren die 
Dreiecksseiten aussen im Verhältnis der Quadrate der anliegenden Seiten teilen. 
Des weiteren sind nun L^, L^, L^ die Pole der Gegenmittellinien bezOgUch des 
Umkreises; da letztere sich in K begegnen, so liegen L^, L^, L^ in einer Ge- 
raden, der Umkreispolare von K; dieselbe ist zugleich die Kollineationsachse des 
A ABC und des Ecktangentendreiecks. 



§ 38. Die Schnittpunkte der eineckig berührenden Beikreise. 
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§ 38. Die Schnittpunkte je zweier in derselben Ecke 
berührenden Beikreise. 

1. Ist A" (Fig. 31) der Schnittpunkt der beiden in der Ecke 
A berührenden Beikreise x«, Xa, so ist 

Z BA''C = 2a, Z CA"A = AA"B = 2R— «. 
Entsprechende Winkelbeziehungen gelten für B" (Schnittpunkt von 
Xö, Xft) und C" (Schnittpunkt von Xc und Xc). 

Zusatz, A", B", C" liegen auf den Kreisen BCO, CAO, 
ABO respective. 

2. A" ist der Doppelpunkt zweier üher AB und CA gelegenen 
gleichwendig ähnlichen Figuren*^ 

Beweis. Die Dreiecke ABA", CAA" sind gleichwendig ähn- 
lich; denn nach 1 ist ZAA"B = CA"A, und ferner ist ZABA" 
= CAA", weil jeder von ihnen durch ZA" AB zu a ergänzt 
wird. 

3. A" liegt auf der Ge- ^'^' ^^ 
genmittellinie AK«. 

Beweis, Die Entfernun- 
gen des Punktes A" von b 
und c verhalten sich nach 2 
wie b : c. 

4. A" ist die Projektion 
von auf AK«, also die 
Mitte der U7nkreissehn£ AK'. 

Denn im Kreise BCO ist 
ZOA"B = OCB = 90^— a, 
also Z0A"B-hK'A"B=90^ 

Zusatz, A! ' liegt auf dem 
Kreise über dem Durchmesser OK. Dasselbe gilt von B" und C". 
AA"B"C" ist also diesem Kreise eingeschrieben. 

5. AA"B"C" ist ähnlich einem Dreieck y dessen Seiten den 
Gegenmittellinien des A ABC parallel sind (Aß). 

6. A" ist der Spiegelpunkt der Mitte von AA' bezüglich G^jG^. 

*) Die Lage der vorstehend bezeichneten Doppelpunkte auf den Örtern 
1 Zus., 3, 4 Zus. erkannte Brocard; ihre Lage auf den Beikreisen wurde von 
Böklen nachgewiesen. 
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Beim Beweise beachte man die Ähnlichkeitslage der Vierecke 
ABK'C, AG;.A"G^, ferner §37, 6. 

Zusatz, A" liegt auf der Geraden, welche den Höhenfusspunkt 
Ha mit der Mitte von G^jG^ verbindet (Ar). 

7. A"0 trifft BC in dem Apollonischen Zentrum La. 
Beweis'. A"(A, B, C, 0) ist ein harmonisches Büschel (N), da 

ZBA"K' = CA"K' und A"0JLA"K'. 

8. A"B = 4- , A"C = -^ , A"A = ^ ; A''A' = 

2<7a ^9a ^a 

A"B.A''C (Ar). 

Bei der Berechnung kann man die Bemerkung nützen, dass 
die Dreiecke AA"C, BK'C, BA"A dem Dreiecke mit den Seiten 
c^ b, 2g^ ähnlich sind. 

9. Die Fusspunktendreiecke der Punkte A", B", C" sind dem 
ürdreieck ungleichwendig ähnlich. 

Anm. Die Punkte A", B", C' vervollständigen die Trias O, Q, Q' zur 
sechszähligen Gruppe von Punkten, deren Fusspunktendreiecke dem Ürdreieck 
ähnlich sind. 

10. A' und A", B' und B'\ C und C" dnd Winkeigegen- 
punkte (Sl). 

Beweis. Z A'BC == A'AB = A"AC = A"BA; also sind die 
von A und B durch A', A" gehenden Scheitellinien Winkelgegen- 
linien. 

11. In einem Dreieck, welches seinem Mittelliniendreieck 
ähnlich ist, fällt A' auf G (§ 8, 5), also A" auf K. In einem 
solchen Dreiecke ist OK_lAK, also QQ'||AK (Le); ferner ist 
GK||BC (N), da G und K die Mitten von AG' und AK' sind und 
G'K'IIBC ist. Des weiteren ist K Schwerpunkt des A AG«Ha (Sn); 
denn GaK ist Mittellinie dieses Dreiecks (§ 21, 7, Zus. 1) und 
AK : KKa = AG : GGa = 2 : 1. Daraus folgt dann noch, dass AK 
Gegenmittellinie im AAGH und AG Gegenmittellinie in dem un- 
gleichwendig ähnlichen AAKO ist (Sn). 
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(ieehstes Kapitel. 

Der Brocardsche Kreis. 

Einleitung. 

Die wesentlichsten Fortschritte in der Geometrie der Brocard- 
scheu Gebilde knüpfen sich an die Untersuchung der Schnittpunkte 
Aj, B,, C, je zweier Scheitellinien durch ß, Q\ welche gegen eine 
Seite unter demselben, dem Brocardschen Winkel geneigt sind. 
Der Umkreis Z des AA,B,C, , welcher auch durch 0, K, Q, Q', 
A'', B", C" (§ 38) geht, heisst der Brocardsche Kreis] ferner heisst 
AAjBjC, das erste, AA"B"C" das zweite Brocardsche Dreieck, 
Der Brocardsche Kreis ist konzentrisch dem ersten Lemoineschen 
Kreise; seine Bedeutung für die Theorie der gleichwendig ähn- 
lichen Figuren gipfelt in dem Satze, dass drei bezüglich der Sei- 
ten eines Dreiecks homologe Gerade, wenn sie sich in einem Punkte 
schneiden, sich jederzeit auf der Peripherie unseres Kreises be- 
gegnen. ■ Interessant sind die zahlreichen Beziehungen des ersten 
Brocardschen Dreiecks A, zum Urdreieck A. Diese Dreiecke 
sind ungleichwendig ähnlich und haben den Schwerpunkt G zum 
Doppelpunkte; es folgt daraus, dass die Halbierenden der Winkel 
irgend zweier entsprechenden Geraden in beiden Dreiecken von un- 
veränderlicher Richtung und zwar den Halbierenden des Z.OGZ 
und seines Nebenwinkels parallel sind. Des weiteren sind A und 
A^ perspektivisch; das Studium des KoUineationszentrums D und 
der KoUineationsachse ® erweisen sich fruchtbar, auch auf früher 
betrachtete Punkte fällt dabei neues Licht. Ein neues Element 
wird der Untersuchung dadurch zugeführt, dass Parallelen bezw. 
Lote durch die Ecken von A zu den Seiten von A^ gelegt wer- 
den; es entstehen der Steinersche und der Tarrysche Punkt. Die 
sich beständig mehrende Zahl der merkwürdigen Punkte des Drei- 
ecks drängt zur Untersuchung ihrer gegenseitigen Beziehungen; 
vermittelst des M*' Cayschen Satzes gelingt es, die betreffenden Kor- 
relationen aus einer gemeinsamen Quelle zu schöpfen. Verall- 
gemeinerungen, wo sie sich ungesucht darbieten, werden nicht 
übergangen; so führen die Dreiecke BCA^, CAB^, ABC^ zur Be- 
trachtung irgend dreier über den Seiten eines Dreiecks errichteten 
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ähnlichen gleichschenkligen Dreiecke; so lenken die auf der Ge- 
raden OK befindlichen Punkte Z, S, D' den Blick auf die ge- 
meinsamen Eigenschaften aller Punkte dieser Geraden. 

§39. Der Kreis der zehn Punkte. 

1. Schneiden sich (s. die Tafel) BÖ, CQ' in A, , CQ, Aß' in 
B,, AQ, BÖ' in C„ fio sind die Dreiecke BCk,, GAB,, ABC, gleich- 
schenklig und ähnlich; ihre Summe ist gleich dem Grunddreiecke (J). 

Beweis, Der erste Teil der Behauptung folgt daraus, dass 
jedes der Dreiecke den Z.a) zweimal enthält. Ferner ist ABCA, 
= -J-a.AjO« = ^a.^atgo) = ia'tgco, also 2BCA, = ^tgwla^ = 
A (§ 3). 

Zusatz, BA, und AB,, ... werden durch QQ' in demselben 
Verhältnisse geteilt (Cy). — Ergiebt sich aus den ähnlichen Drei- 
ecken BQC, AÖ'C. 

2. Parallelen durch A^ zu BG, durch B, zu CA und durch 
C, zu AB schneiden sich im Grebeschen Punkte K (We). 

Beweis, Die Abstände der Punkte A,, B,, C, von den zuge- 
ordneten Seiten sind den Entfernungen des Grebeschen Punktes 
von denselben gleich (§ 17). — Oder: Schneiden sich die Parallelen 
durch B, zu CA und durch C, zu AB in X, so folgt#ifc^ dem 
zweiten Teile von 1, dass A,X||BC ist etc. 

3. Die Punkte Aj, B, , Cj liegen auf dem Kreise über dem 
Durchm£sser OK (Bß) — Brocardscher Kreis, 

Folgt aus 2, da A,, B^, C, auch auf den Mittelloten der 
Seiten liegen. 

Änm. Der Brocardsche Kreis geht auch durch die Brocardschen Punkte 
(§ 20) und durch die Doppelpunkte A", B", C" je zweier über je zwei Seiten 
des Dreiecks errichteten ähnlichen Figuren (§ 38); er geht also im ganzen 
durch zehn merkwürdige Punkte des Dreiecks ABC. Aus § 23, 4 und § 24 
ersieht man, dass der Brocardsche Kreis dem ersten Lemoineschen Kreise 
konzentrisch ist. 

Zusatz, Ist a) = ^a (§8, 1), so fallt C, mit ß, B, mit Q! zu- 
sammen; der Brocardsche Kreis berührt alsdann CQ in ß, BQ'' in ö'. 

4. Der Radius r, des Brocardschen Kreises ist gleich 

-^seccoVl— 4sinfo^ = ^j/l — 3tgco^ (Br) (§ 20). 
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Zitsatz. Zwischen r^ und dem Radius ^, des ersten Lemoine- 
schen Kreises bestehen die Beziehungen 

rj+3ßj = r*; r^cosco = ßJcosSo). 

5. Normalkoordinaten des Zentrums Z des Brocardschen 
Kreises 

cos(a — o)), cos(/? — od), cos(y — co); w = ^rsecco. 
Beweis. 
ZZ« = i(00a+KK«) = ^r(cosa+sinatga)) = l^^^IT^^ . 

i^COSO) 

Zmatz. Die Bedingung dafür, dass der Brocardsche Kreis die 
Seite a berührt, ist a^ = 2bc (Le). 

6. Die Sehnen A,K, B^K, C,K werden durch die Mittellinien 

Denn die Mittellinien halbieren die Sehnen ET, F'D, D'E 
des ersten Lemoineschen Kreises, halbieren also auch diejenigen 
Stücke derselben, welche durch den konzentrischen Brocardschen 
Kreis ausgeschnitten werden. 

2^atz, Ist CO == 90**— a (§ 8, 3; § 16, 7), so fäljt A, auf 0, 
Z's,ui g^ (Le). 

7. Die Tangenten von einem Punkte des ersten Lemoineschen 
Kreises an den Brocardschen Kreis sind den gleichen Seiten des 
Lemoineschen Sechseckes gleich. 

8. Die Tangenten von A, B, C an den Brocardschen Kreis 
verhalten sich wie haih: K (Le). 

Beweis, • Die Potenz von A bezüglich des Brocardschen Kreises 
ist gleich 

AC. . Aß = ^^^ . -^^ = 4^ . tg«, = -;;- /a tg«,. 
* 2cosa) sma sma A 

Zusatz, Nennt man die Punkte, in welchen die Umkreis- 
radien dem Brocardschen Kreise zum zweitenmale begegnen, T«, 
Tft, Tc, so ist 

ATa=-^tga), BT„ = ^\tga), CT, = -^tga). 
sma ° ' sm/9 ^ smy ° 

9. Schneidet der Brocardsche Kreis die Seite AB in A, A', 
so sind CA, CA' Gegentransversalen bezüglich des Z.C (Cy). 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. ß 
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Beweü, Nach 8 verhält sich kX.kl' : BA.BA' = b' : a\ Be- 
schreibt man nun den Kreis um A CXk\ welcher AC in D, BC in 
E schneiden möge, so ergiebt sich aus voriger Proportion: AD:BE 
= 6 : a; folglich ist DE || AB und Z ACA = BGA'. 

Zusatz. Berührt der Brocardsche Kreis eine Dreiecksseite, so 
geschieht dieses im Fusspunkte der zugehörigen Winkelhalbierenden. 

10. Schneiden die Polaren von A und B bezüglich des Bro- 
cardschen Kreises die Seite AB in ^, ii\ so sind C^ic, C^' Gegen- 
transversalen bezüglich des Z.C (Cy). 

Beweis, jw und i,C sind die vierten harmonischen Punkte zu 
A, A, r bezw. B, X\ X. Die Büschel C(A, A, /i, r), C(B, A', il*^ A) 
sind kongruent, woraus die Behauptung zu entnehmen ist. 

11. Die Potenzlinie des Umkreises und des Brocardschen Kreises 
ist die Polare von K bezüglich des Umkreises (N). 

Beweis. Trifft das Lot auf OK in K. den Umkreis in P, so 
schneidet die Tangente in P die Verlängerung von OK in einem 
Punkte Q der genannten Polare. Die Behauptung ergiebt sich 
dann daraus, dass QP^ = QO.QK ist. 

Anm. Der Satz gilt allgemein für zwei Kreise, von denen der zweite 
durch den Mittelpunkt des ersten geht, wofern unter K der andere Schnitt- 
punkt der Zentrale mit dem zweiten Kreise verstanden wird. 

Zkcsatz, Die Entfernung der Potenzlinie vom Mittelpunkte des 

r^ r 

Umkreises ist gleich -_ — = r^^ (Br). 

^''i ]/l — Stgo)"'^ 

§40. Das erste Brocardsche Dreieck. 

1. AAjBjC, ist ungleichwendig ähnlich dem AABC (Br). 

Beweis, Es sei (Taf.) c>b> a vorausgesetzt. Aus § 39, 6 
folgt dann, dass von K aus Aj in der Richtung CB, Bj in der 
Richtung CA, C, in der Richtung BA gelegen ist. Verschiebt man 
demnach Viereck A,B,C,K ohne Richtungsänderung seiner Seiten, 
bis K auf C fällt, so fällt A, auf CB, B, auf CA und C, auf die- 
jenige Seite der Parallele durch C zu AB, welche der Richtung 
BA entspricht. Hieraus folgt 1) bei Vergleichung der Peripherie- 
winkel, dass AA^BjC, <-> ABC ist und 2) in Erwägung dessen, 
dass nach der Verschiebung C, und C auf derselben Seite der ent- 



§ 40. Das erste Rrocardsche Dreieck. 83 

gegengesetzt gerichteten Grundlinien AB und AjB, liegen, dass 
AA^BjCj und ABC ungleichwendig sind. 

Ziisatz. Der Grebesche Punkt liegt stets im Felde des mitt- 
leren der Winkel des Brocardschen Dreiecks und fällt auf dessen 
Spitze, wenn dasselbe gleichschenklig ist: 

2. Das Ahnlichkeitsverkältnis des ersten Brocardschen Dreiecks 
zum Gi^nddreieck ist ^sec«)|/i— -4sina)^ = ^|/l — Stgo)"'* (Br). 
Für seinen Inhalt hat man daher 

A. =iA(l-3tga)0. 
Zusatz. A,+K«K,,Ke = G^G^jG-. (F). 



Arealko(yrdinaten von 

A, : a\ c\ P; |it = Jlgo) 

B, : c\ b\ a^; fx = ^^tgco 
Cj : 6^ a', c*; fi = Jtgo). 



3. Normalkoordinaten von 
Aj : abc^ c', 6^; m = -^-— sina 

B^ : (? , aöc, a"*; m = ° smjg 

C, : 6^ a', aJc; m = ^ sin y 

Die Berechnung dieser Werte stützt sich darauf, dass z. B. für Aj 
aiy :z = smoo: sin(y — co) : sin(|? — o)) = aic : c^ : 6' 

und dass A^O« = -^ tgco = abc • -^^ sina ist. — Zur Bestimmung 
der Arealkoordinaten von A, schreibe man 

^ . 7 • / . a ba 3 3 

^ :rj = asm CO : 6sm(y — co) = -j j- = a' : c? , 

ij : J = 6sin(y — co):c?sin(|? — co) = — = c^ :b^ 

und bestimme fi aus ii*(?+^-f-0 = A vermittelst § 3. 

4. i)^^ PVi'/iÄ'^Z (p^, (f^, (p^y welche die Seiten des ersten Bro- 
cardschen Dreiecks mit den entsprechenden Seiten des ürdreiecks 
bilden y sind gleich den Neigungen der bezüglichen ümkreisradien 
gegen OK. 

Beweis. Trifft AO den Brocardschen Kreis noch in T«, so ist 
ZTaOAj = ZOAHa = y— jJ, also ZTaB,A, =y— jJ und 
ZTaB^C, =A,C,B,, folglich TaAJlB^C,. Da A,K||BC ist, so 
ist also Z AOK == TaA,K = Z(B,C,, BC). 

6* 
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smy^ = 



sinC/J — y) sin CO _ 

sin« * |/l — 4sinw' 



sina)sm2aj 



(F). 



sma ^ 2cos3(ü 

flwm. sinAOK = T«K : OK; T^K' = AK'— ATJ. Ver- 
mittelst § 17 Zus. 2 und § 39, 8 Zus. ergiebt sich 

sina' ^ sina^ ^ 

und daraus TaK, während der Wert für OK aus § 20, 4 zu ent- 
nehmen ist. 

6. Aufgabe. Auf den Seiten eines Dreiecks ah Gh*undlinien 
errichtet man, gleichzeitig nach innen oder gleichzeitig nach aussen, 
ähnliche gleichschenklige Dreiecke mit dem Basiswinkel y. Unter wel- 
cJier Bedingung ist das von den Spitzen Af, Bj, Cf gebildete Dreieck 
dem ürdreiecke ABC ähnlich (Z A/ = A, Z B; = B, Z C.- = C)? (Br). 

Auflösung. Die Fälle des Aufsetzens nach innen und aussen 
können gemeinsam behandelt werden, wofern man den Winkel q; 
im ersten Falle positiv, im zweiten negativ rechnet. — Die Be- 
dingung 

AiCfiAiBf =b':c' 
führt zur Gleichung 

V ^ a'-f-c' — 2a(?cos(j9 — 2y), 

a*-f-6'— 2a6cos(y— 2y), 

deren weitere Behandlung folgendes ergiebt: 



b' 



= 0, 



V = 



2a 



A,sin^ 



sin(j9 — y), sin(/9— w) 
sin (y — y ), sin (y — co) 

wo der nicht verschwindende Faktor 
Ganz ebenso erhält man aus 



2 ac [cos ß—cos(ß ^2 (p)], l 
2ab [cosy — cos(y — 2y)], < 

cosjJ— cos(/9— 2y), 6' ^ 

cosy — cos(y — 2y), c^ 

^ X^sin(pmi{(p — (ü)sin(jS — y) = 0, 



4a^6c 



smco 



= A, gesetzt ist. 



B, A? : B,C? =c^:a^ 
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durch analoge Umformungen 

X^sm(ps\n((p — co)sin(y — a) = 0. 

Sehen wir von dem Falle ab, dass AABC gleichseitig ist — dem- 
selben entsprechen bedingungslos ähnliche Dreiecke — , so kann 
den Gleichungen 

sinysin(y — (ü)sin(j9 — y) = 0, 

sinysin(y — a))8in(y — d) = 

nur dadurch gleichzeitig Genüge geschehen, dass 

entweder y = oder y = cd ist. 

Der ersteren Forderung entspricht das Mittendreieck GaG^Gj., der 
letzteren das erste Brocardsclie Dreieck A,. Diese beiden Drei- 
ecke, das eine gleichicendiff, das andere imgleichwendig ähnlich dem 
Urdreiecke, sind also die einzigen y welche dei'* Aufgabe Genüge 
leisten (Br). 

§ 41. Das Kollineationszentrum D des ersten Brocard- 
schen Dreiecks und des Urdreiecks. 

1. Die Verbindungslinien der Ecken des Urdreiecks mit* den 
entsprechenden Ecken des ersten Brocardschen Dreiecks schneiden 
sich in einem Punkte (Br). 

Beweis. Nach § 39, 6 sind die Greraden AA, und AK, BB^ 
und BK, CG, und CK Seitengegentransversalen d. h. man erhält 
die Fusspunkte der Scheitellinien der einen Art, indem man die- 
jenigen der anderen symmetrisch gegen die Seitenmitten verlegt. 
Die Behauptung ergiebt sich dann vermittelst der Umkehrung des 
Cevaschen Satzes. 

Anm, AABC und AiBiCi sind in dreifacher Hinsicht perspektivisch; 
man bedenke, dass die entsprechenden Ecken der Dreiecke ABC, CiAiBj auf 
Geraden durch Q und die entsprechenden Ecken der Dreiecke ABC, BiCiAi 
auf Geraden durch Q! liegen. 

Zusatz 1. D ist derjenige Punkt im Innern des Dreiecks , dessen 
Scheitellinien die Gegenseiten im umgekehrten Ve^'hältnis der Qua- 
drate der anliegenden Seiten teilen, 

Zusatz 2. A D«D^Dj, = K«K^K,. (F). — S. § 18, 6 Zus. 2. 
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2. yl realkoordinaten von ü : 
^2> T;«» -3-; ii* = 4r'Asmco^ 



Normalkoordinaten von D: 

111 Q 2A • 3 

-3^ -^-3 5 -^; ^ = 8r' Asino)'. 



Beweis 8. 1, Zusatz 1. — jU ^ A : ila~^ (§ 4, Zus.). 

3. Entfernungen des Punktes I) tjon den Ecken des Gruvddreiecks, 

AD = 2rVsin(a — («>in(aH-3cü) (F). 
Beweis, Parallelen durch D zu AB und AC ergeben ein Pa- 
rallelogramm, vermittelst dessen ersichtlich, dass AD Seite eines 
Dreiecks ist, dessen andere Seiten DD^sina"*, DDcSina~^ den 
Winkel 180° — a einschliessen. Hiernach ist 

AD'sino' = DD/?+DD?+2DD,.DDcC0sa. 
Aus 2 folgt 



8r' abc . 



ac 



DD/> = — i^ä j— sina)*== 2/*sina}'--y^, 

h^ ir b^ ' 

DD? = 4r'sina}*--T---^ = 4r*sina}'sin(a — w).-^ = ^'~h^' 
Ebenso ist DDc = A--v • Daher wird 

AD^sina^ = Af-^' +^ + 2cosa) = A3l; 

a = 33+2cosa; 

^ ^ h^^c' W b'+c' V A ^ sin(a+«)) 6 

6c L\ 6c? / J sinw sinco^ ' 

6 = sin («+(«)' — Ssino)^ 

= sin(a-f-a))* — sinco^ — 2sin(ü''' 

= sina8in(a+2a)) — 2sina>^; 

^ sinasin(a+co)sin(a+2co) 2sinacos(D ^ 

2Ö = ^^ — ;— ^3 — ^ ; 2cosa: 

Sl = — ; r [sin(a4-co)sin(a+2a)) — sina)sin2a>1 

= —. 3" [sin(a+|a))'*— sin^o)^ — sinf co^+sin-J^co^] 



sina'sin(a-f-3a)) 

sino)' ' 

»T^a , sin(a+3(ü) ^ a . , n . • « n 

AD' = A ^ 1-^ = 4r'sin(a— a))sin(a4-3a)). 



Sin CO* 
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4. Entfeimungen zusammengehöriger Ecken des Urdreiecks und 
des ersten Brocardschen Dreiecks, 



AA =r ^^^^ T/smCg+3<o) 
' cosü) r sin(a — co) 



\(a — o)) 

Beweis. AD:AA, = AACDiACA,, also nach 2 und § 40, 3 

= Ab-^Q^^Asina)^ : ^c^tgw 

= Ißr'Asincocoso) : 6V*^ 

= a'sintocosw : A, also nach § 1 (a) 

= 2sin(a — a))cosa) : sina. 

5. Entfernungen des Punktes ü von den Ecken des ersten 
Brocardschen Dreiecks. 



. ,. 8inCa-^2a)) 

AjD = r ^ ^ 



,/sin(a+3a)) 
r sin(a — co) 



COSü) 

Beweis. AjD : AA^ = AD — AA, : AA, 

= 2sin(a — a>)cos(ü — sm(a — a>+a>) : sina 
= sin(a — 2co) : sina. 

§ 42. Verallgemeinerungen; andere Sonderfälle. 

1. Efrichtet man auf den Seiten eines Dreiecks als G^'und- 
liitien ähnliche gleichschenklige Dreiecke, gleichzeitig nach innen oder 
gleichzeitig nach aussen^ so schneiden sich die Verbindungslinien 
ihrei* Spitzen A,-, B,-, C,- mit den entspreclienden Ecken des Urdreiecks 
stets in einem Punkte. 

Beweis. Ist (p der Basiswinkel der gleichschenkligen Dreiecke 
(s. § 40, 6), so verhalten sich die Entfernungen des Punktes Ai von 
b und c wie sin(y — y):sin(j? — y) = sin(/? — ^)~* :sin(y — y)"^ 
Zweitens verhalten sich die Entfernungen des Punktes B, von c 
und a wie sin (a — y) : sin (y — y) == sin (y — (py-^ : sin (a — y)~^ . 
Endlich verhalten sich die Entfernungen des Punktes C, von a und 
b wie sin(i9 — y) ; sin (a — (p) = sin (a — (f)~^ : sin (ß — y)~^ . Ist 
nun X der Schnittpunkt von AA,- und BB,, so verhalten sich nach 
dem Obigen dessen Entfernungen von b und a wie sin(/9 — y)~* : 
sin(a — y)~^; mithin liegt er auf der Geraden CC,. 
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m 



Zusatz. Normalkoordinaten von X 
1 1 

sin(« — (f) ' 

A ^, sina 

r '^ sm(a — tp) /•[2sinw — sin(2y 



sm(ß — (f) ' sin(y— y) ' 

2r^siny^sma) — Asin(y — to) 



Der Wert des Moduls ergiebt sich aus den Formeln 3 und 4 
des § 11. 

Beispiele: y = (Schweiyunkt) , tp = 90° (Hökenschnittpunkt). 
2. Umgekehrt: Ein Punkt X mit obigen Koordinaten ist immer 
aufzufassen als Kollineationszentrum des A ABC und eines A A,BiCi? 
dessen Ecken die Spitzen gleichschenkliger Dreiecke über den Seiten 
des AABC mit dem gemeinsamen Basiswinkel (p sind. Für den 
Punkt Af, die Spitze des gleichschenkligen Dreiecks über BC, ist 
nämlich y\z^ sin(y — y) ; sin(]5 — y); dasselbe Verhältnis besteht 
für die Lote von X auf b und c. Also liegen A, A» und X in 
einer Geraden etc. 

3. {Verallgemeinerung von 1.) 
Trägt man am AABC (Fig. 32) 
bei A, bei B und bei C je zwei gleich^^ 
sonst aber ganz beliebige Winkel an 
und zieht von den Ecken A, B, C 
aus nach den freien Eckpunkten P, 
Q, R der Ansatzdreiecke die Ver- 
bindungslinien^ so schneiden sich 
diese stets in einem Punkte (J)*). 

Beweis. D, E, F seien die 
Schnittpunkte von AP, BQ, CR 
mit den entsprechenden Seiten des 
AABC. Es ist dann 




BD 


CE 


AF 


PBA QCB RAC 
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PCA QAB RBC 
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QAB 


RB.a PC. 6 QA.c 


PB.« 


QC.6 


RA.c 


PBC QCA RAB 


RB.c 


PC.a 


QA.6 


~ RBA PCB QAC ~ 



1. 



*) Dieser Satz datiert aus dem Jahre 1825: der unter 1 ausgesprochene 
Spezialfall findet sich bei Teilkampf, Vorschule der Math., 4. Aufl. 1847. 
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4. In dem besonderen Falle, dass die Aufsatzdreiecke der 
vorigen No. ähnlich sind (ZP+Q-I-R= 180^) ergiebt sich leicht: 

a) Die Umkreise der Aufsatzdreiecke schneiden sich in einem 
Punkte, (Zum Beweise verbinde man den Schnittpunkt ^ zweier 
Kreise mit A, B, C, P, Q, R und vergleiche die Peripherie- 
winkel.) 

b) Um den Schnittpunkt '^ he)'um liegen sechs Winkel, die den 
Winkeln der Aufsatzdreiecke bezüglich gleich sind; 

c) der Punkt $ ist der Schnittpunkt von AP, BQ, CR; 

d) die Diagonalen AP, BQ, CR stehen im Verhältnisse der 
Höhen eines der ähnlichen Dreiecke, 

5. Spezialisiert man diesen Satz dahin, dass man nach aussen 
hin gleichseitige Dreiecke aufsetzt, so erhält man den Punkt £1, 
für welchen (falls kein Dreieckswinkel 120^ übersteigt) die Summe 
der Entfernungen von den Ecken ein Minimum ist.*) Der einfachste 
Beweis dieser Eigenschaft besteht darin, dass man auf den unter 
120*^ gegeneinander geneigten Strahlen AO, BQ, CO in A, B, C 
Lote errichtet, welche ein gleichseitiges Dreieck umschliessen und 
dann bedenkt, dass die Summe der Lote von einem Punkte im 
Innern auf die Seiten konstant, also kleiner ist als die Summe 
irgend dreier schräg zu den Seiten gezogenen Geraden. — Errichtet 
man die gleichseitigen Dreiecke über den Seiten des AABC nach 
innen, so erhält man einen zweiten Punkt £)', dessen Scheitellinien 



*) Dieser Punkt scheint nach den vier merkwürdigen Punkten 0, J, H, Gr, 
welche den Alten bekannt waren, der erste gewesen zu sein, dem die Geo- 
meter ihre Beachtung schenkten. (0 und J finden sich in Euklids Elementen, 
H und G in Archimeds Schriften; 1746 gab W, Chapple den algebraischen Aus- 
druck für die Strecke OJ, 1765 veröffentlichte Euler den Zusammenhang zwi- 
schen 0, H, G.) Die im Texte erwähnte Minimumsaufgabe wurde von Fermat 
dem Torricelli vorgelegt, der drei Losungen fand. Torricelli seinerseits legte 
das Problem dem Viviani vor, der eine Lösung in seiner Schrift: De maximis 
et minimis, 1659, mitteilte. Viviani findet den Minimumspunkt durch Aufsetzen 
gleichseitiger Dreiecke und bemerkt, dass die Spitzen der Aufsatzdreiecke von 
den gegenüberliegenden Ecken des Grunddreiecks um das gesuchte Minimum 
entfernt sind. S. eine Abh. von Azzarelli in den Atti delV Academia Pontificia 
de' Nuovi Lincei, 1886. Die neuere Literatur s. bei Uhlich, Altes und Neues 
zur Lehre von den merkicürdigen Punkten des Dreiecks j Grimma, 1886. — Der 
im Texte angegebene Beweis der Minimumseigenschaft des Punktes £i findet 
sich bei Steiner, Ges. Werke II Zusätze, S. 729. 
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sich gleichfalls unter Winkeln von 60° schneiden. Q und Q' heissen 
die beiden isogonischen Punkte des Dreiecks. 

Lässt man die nach aussen hin aufgesetzten Dreiecke dem 
Urdreiecke ähnlich sein, so wird man zum Höhenschnittpunkte und 
zu den Brocardschen Punkten zurückgeführt. 

6. Die Sätze 1 und 3 erweitern die Bedingungen, welche die 
Punkte Aj, B, , C, durch Winkel bestimmen; der folgende Satz 
bringt die Abhängigkeit, welche jene Punkte mit den Brocardschen 
Punkten verbindet, in allgemeinere Form. 

Sind 0, 0' zwei beliebige Punkte in der Ebene des A ABC und 
schneiden sich 

BO, CO' in P, CO, AO' in Q, AO, BO' in R, 

so sind die Dreiecke PQR, ABC pet^spektivisch (Sl). 

Beweis. Sind D, E, F die Schnittpunkte von 

AP und BC, BQ und CA, CR und AB, 

so hat man 

n ^P =. n ^^^ — n ^^^ n ^^^ 



CD PCA PBC PCA 

_ OBA O^CB _ 
~ OBC O'CA ~ 



§ 43. Der Schwerpunkt des ersten Brocardschen Dreiecks; 
Verallgemeinerungen. 

1. Der Schwerpunkt des Urdreiecks ist zugleich Schwerpunkt 
des AA,B,C, (Br). 

Beweis. Man konstruiere (Fig. 33)*) den Spiegelpunkt A, 
von A, bezüglich BC und verbinde ihn mit B, C, B^, C^, ferner 
B mit C, und C mit B,. ABjA^Cc^ ABC; denn ZB.CA^ =y 
und BjC : AjC = 6 : a. Ebenso A C.BA^ r^ ABC; mithin, da A,B 
= A^C ist, AB.AjC ^ C^BA^; folglich B.A^ = C^B = C,A und 
CjAj = B^C = BjA. Hiernach ist ABjAgC^ ein Parallelogramm. 
Ist Oa der Mittelpunkt dieses Parallelogramms, so ist A,Oa eine 
Mittellinie des AAAjA^. Eine zweite Mittellinie dieses Dreiecks 



*) Diese Figur bezieht sich auf den allgemeineren Fall des Satzes 2. 
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Fig. 33. 




ist AOa. Somit schnei- 
den sich A^O'a und AO« 
im Verhältnisse 2:1. 
Diese Geraden sind aber 
auch Mittellinien der 
Dreiecke A,B,C\, ABC; 
ihr Schnittpunkt ist da- 
her zugleich der 
Schwerpunkt dieser 
Dreiecke. 

Zusatz. G ist der 
Doppelpunkt der beiden 
ungleichwendig ähnli- 
chen Dreiecke ABC, 
A^B^C,. 

2 (^Erweiterung von 1.) Errichtet man über den Seiten eines 
AABC als Grundlinien, zugleich nach innen oder zugleich nach 
aussen^ ähnliche gleichschenklige Dreiecke, so bilden deinen Spitzen 
die Ecken eines Dreiecks, welches mit dem A ABC den Schwerpunkt 
gemeinsam hat, — Der vorige Beweis gilt auch für diesen allge- 
meineren Fall. 

3. Die Mitten der Seiten des ersten Brocardschen Dreiecks 
(gleichwie der Dreiecke unter 2) sind- gleichweit entfernt von den 
entsprechenden Höhen und Mittelloten des AABC; daher gehen die 
Lote von jenen Seitenmitten auf die Seiten des Grunddreiecks durch 
den Mittelpunkt der Strecke GH d. h, durch den Mittelpunkt des 
Feuerbachschen Kreises (K). 

Beweis. Die Gerade AAg, welche die Ecke A mit einem 
Punkte des Mittellotes auf a verbindet, wird durch die Mitte O'a 
von BjCj halbiert. 

4. Ein anderer Beweis für 1 lässt sich vermittelst des fol- 
genden Satzes erbringen, der wieder als eine Verallgemeinerung 
des Satzes 1 betrachtet werden kann: 

Gehen die Arealkomdinaten dreier Punkte P, Q, R durch zykli- 
sche Vet^echslung aus einander hervor, so hat APQR mit dem 
Gtncnddreieck ABC den Schwerpunkt gemeinsam. 

Beweis. Sind A, ^, r; jU, r, A; v, A, fx die Koordinaten der 
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drei Punkte, so ist P der Schwerpunkt der Massen A, jU, v in A, 
B, C respective, Q der Schwerpunkt der Massen j«, v, A in A, B, 
C respective, endlich R der Schwerpunkt der Massen v, A, /tt in 
A, B, C respective. Statt nun den Schwerpunkt der mit X-hfi-\-v 
gleichbelasteten Punkte P, Q, R auf direktem Wege zu suchen, 
kann man zuerst die Massen der drei Punkte in der angegebenen 
Weise auf die Ecken A, B, C verteilen und nun den Schwerpunkt 
der drei neuen Gesamtmassen suchen. Da hierbei die Ecken gleich- 
massig mit A-+-)u-+-v belastet werden, so lallt der Schwerpunkt 
des APQR mit demjenigen des AABC zusammen. 

Hiermit vergleiche man die Werte der Arealkoordinaten von 
A„ B,, C, (§40, 3). 

Anm. Genügen drei Punkte P, Q, R der Voraussetzung des Satzes 4, 
so bezeichnet man dieselben als isobarisvhe Gruppe, 

5. {Verall(jemeine)^ng der Sätze 1 und 2.) Sind P, Q, R 
(Fig. 34) drei homologe Punkte bezüglich dei' Seiten eines Dreiecks 
— die Dreiecke PBC, QCA, RAB gleichwendig ähnlich — , so fällt 
der Schwerpunkt des APQR mit demjenigen des Grunddreiecks zu- 
sammen (Lt).*) 

Beweis. Man fälle PPaJL«, QQ^JL^, RRcJL^S ziehe ferner 
durch Q und R Parallelen zu a, welche die Lote von Q,j und R- 

Fig. 34. 




*) Errichtet man auf den Seiten eines Vielecks gleichwendig ähnliche 
Dreiecke, so fällt der Schwerpunkt des Vielecks, dessen Ecken die Spitzen 
der Aufsatzdreiecke sind, zusammen mit dem Schwerpunkte des urspriing- 
lichen Vielecks {Laisant, Congres de Havre 1877). — Durchlaufen drei Punkte 
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auf a in q^ r schneiden mögen. Ist nun PPa = ^a, QQb = Ai, 

RRc = Xc, so ist 

Q^^+Rc^ = QQ/,cosy+RRcCOs/9 = Xbcosy+^ccosß = Aa = PPa. 

Hiernach ist die Summe der Lote von P, Q, R auf a gleich der 
Summe der Lote von Q^ und R. auf a. Letztere Summe ist aber 
gleich Afl, wie aus der Proportion CQ^ : QtA = ARc: R^B zu fol- 
gern ist. Vermittelst des Satzes: Das Lot vom Schwerpunkte eines 
Dreiecks auf eine Gerade in seiner Ebene ist gleich dem algebrai- 
schen Mittel der Lote von den Ecken auf dieselbe Gerade, erkennt 
man, dass der Schwerpunkt des A PQR von a um ^ha entfernt ist. 
Analog lässt sich zeigen, dass seine Entfernungen von den Seiten 
b und c ^hf, resp. ^hc sind. 

§44. Das zweite Brocardsche Dreieck. 

1. Die beiden Brocardschen Dreiecke liegen perspektivisch mit 
G als Kollineationszenti'um (Br). 

Beweis. Da A" Doppelpunkt zweier gleichwendig ähnlichen 
Figuren über AB und CA ist (§38, 2), so sind die Vierecke ABC^A", 
CAB.A'' ähnlich; mithin verhält sich C,A" : B,A" = 6? : 6. Für 
die entsprechenden Entfernungen von Aj hat man C, A, : B, A^ =b:c. 
Multiplikation ergiebt C,A, .C,A" = B,A,.B,A". Da die Winkel 
A,C,A", AjBjA" auf demselben Kreisbogen stehen, so folgt hieraus 
A C,A,A" = B^AjA". Somit ist A,A" Mittellinie des A A,B,C,. 

2. Die Kollineationsachse der beiden Brocardschen I)reiecke 
ist die Polare von G bezüglich des Brocardsclien Kreises^ steht also 
senkrecht auf GZ (Br). 

Beweis, A,B,A"B" ist ein Kreisviereck; die Gegenseiten A,B„ 
A"B" schneiden sich daher in einem Punkte der Polare des Dia- 
gonalenschnittpunktes G etc. 

3. 7*^ A"' der dem Doppelpunkte A!' entsprechende Punkt 
über BC und haben B'", C" analoge Bedeutung, so befinden sich 
die Dreiecke A''B''C" und, A"'B"'C"' in Ähnlichkeitslage mit G als 
ÄhnlicKkeitspunkt und dem Ähnlichkeitsverhältnisse 1 : 2 (Br). 



die Seiten eines Dreiecks von den Ecken aus in demselben Sinne und mit 
Geschwindigkeiten, welche den bezuglichen Seiten proportional sind, so bleibt 
ihr Schwerpunkt unverändert (Pappus), 
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Beweis, A'" (Fig. 35) ist Spiegelpunkt des Punktes G', in 
welchem die Mittellinie AG« den Umkreis schneidet; denn Z.G'BC 
= G'AC = A"AB und ZG'CB = G'AB = A^'AC. Folglich ist 

A BCG' ähnlich den Dreiecken 
CAA", ABA", aber ungleichwen- 
dig; also ist der Spiegelpunkt von 
G' der dem Punkte A" entspre- 
chende über BC. Nun ist A A'"K'G' 
rechtwinklig und Oa die Mitte sei- 
ner Hypotenuse; folglich ist AO« 
eine Mittellinie und G der Schwer- 
punkt des AAK'A'". Eine zweite 
Mittellinie dieses Dreiecks ist A'"A" 
(§ 38, 4). Somit ist der Satz be- 
wiesen. — Derselbe kann auch un- 
mittelbar aus § 43, 5 gefolgert 
werden. 




§ 45. Der Brocardsche Kreis als Ort der Schnittpunkte 
homologer Geraden.*) 

1. Schneiden^ sich drei bezüglich der Seiten eines Dreiecks homo- 
loge Gei'ode — dieselben teilen die Seiten in gleicher Reihenfolge 
in gleichem Verhältnisse und sind gegen dieselben in gleichem Sinne 
unter einem konstanten Winkel d- geneigt — in einem Punkte , so 
liegt der Schnittpunkt U auf dem Brocardschen Kreise (Be). 

Beweis, Es seien (Fig. 36) DU, EU, Fü drei homologe Ge- 
rade. Es liegen dann A, F, U, E auf einem Kreise, auf welchem 
auch Punkt A" liegen muss; da nämlich ACAA^'c^ ABA" und 
CE : EA = AF : FB ist, so ist auch ACEA" <r^ AFA", also ZCEA" 
= AFA", somit AFA"E ein Kreis viereck. Hiernach ist, wenn X 
einen Punkt auf der Verlängerung von FU bezeichnet, ZA"UX 



*) Die Theorie dreier gleichwendig ähnlichen Figuren, von welcher die 
folgenden Sätze zum Teil umschlossen werden, scheint zuerst von Grouard 
unter allgemeineren Gesichtspunkten studiert worden zu sein (Recherches sur 
les ßgures planes semblabks ; L' Institut, ISßd —10, Comptes rendus de la Societe 
philomatique de Paris). 



§ 45. Der Brocardsche Kreis als geometrischer Ort. 
Fig. 36. 
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= FAA''. — Ferner ist BFUB" ein Kreisviereck, also ZB"ÜX 
= FBB''. Addition ergiebt: ZA"ÜB" = A"KB", also die Be- 
hauptung. 

Anm, Durch vorstehenden Satz werden die Ternionen 
0^0, 0^0, 0^0; AQ, Bß, CO; Aß', Bß', Cß'; AjK, B^K, (\1L 
unter einen gemeinsamen Gesichtspunkt gebracht. 

2. Schneiden sich drei homologe Gerade in einem Punkte^ so 
gehen sie durch die Ecken des ersten Brocardschen Dreiecks (Br). 

Beweis, Trifft UD den Brocardschen Kreis in 21,, so ist 
Z.üa,K = UB"K = UFB = UDC, folglich a,K||BC, also 31^ 
identisch mit Aj. 

3. Die Verbindungslinien irgend eines Punktes des Brocard- 
schen Kreises mit A^, B, , C, sind homologe Gerade. 

Beweis, Die Neigungen der Geraden gegen die Seiten des 
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A ABC sind resp. gleicli den auf demsell)en Bogen stehenden 
Peripheriewinkeln UA^K, rB,K, UC,K. Die Gleichheit der Teil- 
verhältnisse folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke AjDO«, B^EO/,, 
C^FOe bei Rücksicht auf A^O« : B,0/. : C,Oc = a:b'.c, 

4. Irgend drei homologe Gerade, welche durch A, , B, , C, 
gehen, schneiden sich in eiiieni Punkte des Brocardschen Kreises. 

Beweis, Verbindet man den Schnittpunkt ü der durch A, 
gehenden Geraden und des Brocardschen Kreises mit B, und C,, 
so ergeben sich die zu A,U homologen Geraden nach 3. 

Zusatz, Jedes Dreieck, dessen Ecken homologe Punkte bezüg- 
lich der Seiten eines A ABC sind — Jiomologe Punkte sind die 
Spitzen gleichwendig ähnlicher über a, b, c errichteter Dreiecke — 
liegt pe7*spektivisch zum ersten Brocardschen Dreieck; das KolUjica- 
tionszentrum liegt auf dem Brocardschen Kreise. 

Beweis. Die Verbindungslinien homologer Punkte sind homo- 
loge Gerade, 4. 

5. Irgend drei zu den Seiten des A ABC homologe Gei'ade 
umschliessen ein dem Grunddreieck ähnliches ALMN, dessen Gegen- 
mittellinien durch die Ecken A", B'', C" des zweiten Brocardschen 
Dreiecks gehen (Ty). 

Beweis, Man nenne den Schnittpunkt von MN und BC : A, 
NL und CA:/«, LM und AB : r und zeige, dass A, L, /«, r auf 
einem Kreise liegen, auf dessen Peripherie sich auch Punkt A" 
befindet. Daraus folgt, dass Z MLA" = BAK und Z NLA'' = 
CAK ist; es ist demnach LA'' Gegenmittellinie im AOIN. Das- 
selbe lässt sich von den Geraden MB", NC" beweisen. 

6. Der Grebesche Punkt ü des A LMN liegt auf dem Bro- 
cardschen Kreise des A ABC (Ty). 

Beujeis, Da U, K homologe Punkte der 'Dreiecke LMN, ABC 
sind, so ist ZLUM = AKB, also Z B"UA" gleich oder supple- 
mentär B"KA". — Einen besonderen Fall dieses Satzes s. § 27, 5 b. 

7. Der Dojypelpunkt der Dreiecke LMN, ABC liegt auf dem 
Brocardschen Kreise (Cy). 

Beweis. Ist T der Doppelpunkt, so ist Z TUL = TKA, 
ZTUA" = TKA"; also liegt T auf dem Kreise A"UK d. h. auf 
dem Brocardschen Kreise. — Da Z TLA" = TAA" ist, so liegt T 
auch auf dem Kreise ALA", ebenso auf den Kreisen BMB", CNC". 



§ 46. Der Punkt S und sein Winkelgegenpunkt S'. 97 

§46. Der Punkt S und sein Winkelgegenpunkt S'. 

1. ADQQ' hat mit A ABC den Schwerpunkt gemeinsam (Br). 
Beweis vermittelst § 43, 4; die Arealkoordinaten von D s. 

§ 41, 2, diejenigen von Q, Q' § 17, 1. 

Zusatz. Die Punkte D, G, S liegen in einher Geraden und 
zwar verhält sich DG : GS = 2 : 1 (Br). 

2. DH||OK(Br); 

DH = 20S == 2/'cosa)l/r-4sina)'. 
Beweis, Nach Euler verhält sich HG : GO = 2 : 1 ; also ist 
DHSO ein Trapez, dessen parallele Seiten sich wie 2 ; 1 verhalten. 

3. Der Schnittpunkt H, von ZG und DH ist der Höhenschnitt' 
punkt des AA^B.C,; DH^ = 2ZS, H,H = 20Z = OK. F, das 
Zentrum des Feuerbachschen Kreises, ist die Mitte von H^K (Sl). 

4. Normalkoordinaten von S: 

sin(a-Ha)), sin(/9-f-oo), sin(y-|-(ü); w = rsinco. 

Beweis. Qß« == 2rsina)^ -^ , Q^Q'^ = 2rsinco^ — (§ 17, 2), 

o c 

also SSa = rsinw* ^ — = rsina)sin(a+ü)) (§ 2). 

5. S ist Schnittpunkt der Verbindungslinien entsprechender 
Seitenmitten der Dreiecke ABC, A,B,C, (Br). 

Beweis. Aus den Proportionen 

AG : GOa = 2 : 1, A,G : GO;, = 2 : 1 

folgt, dass OaO;||AA, ist; ebenso ist O^OiUBB,, 0^0^11 CC,. Nun 
befinden sich A ABC und sein Mittendreieck GaO^Oc in Ähnlich- 
keitslage mit G als Ähnlichkeitspunkt und dem Ähnlichkeitsver- 
hältnisse 2:1. Da sich aber AAj, BB,, CC, im Punkte D schnei- 
den, so müssen sich auch die entsprechenden Geraden des Mitten- 
dreiecks OaOa, OftOi, OcOc in einem Punkte schneiden, und zwar 
ist dieser Punkt der Endpunkt der Verlängerung von DG um die 
Hälfte, also der Punkt S. 

6. Die Geraden, welche die Ecken des A ABC mit den Mitten 
der entsprecJienden Seiten des ersten Brocardschen Dreiecks verbinden, 
schneiden sich in S', dem Winkelgegenpunkte von S (Sl). 

Beiveis. Da B,C,Q'S ein Kreisviereck ist, so ist B,C^a||ßQ' 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. 7 
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bezüglich des zl QAQ'. Die Mittellinien AS, AO^ der Dreiecke 
Aöö', AB,(/, sind mithin Gegentransvei-salen bezüglich des Z.QAQ', 
also auch bezüglich des Z. BAC. Hiernach geht AOi durch den 
Gegenpunkt von S. Dasselbe lässt sich von BOJ,, CO'c beweisen. 

7. S' ist das KollineationszenU-um des Gi'unddreiechs und des 
AAjBjC.^, dessen Ecken die Spiegelpunkte von A,, B,, C, bezüglich 
a, 6, c sind, — Folgt aus 6 und dem Beweise von § 43, 1. 

8. Normal koardinafen von S': 

8in(a-hw)~S sin(/9+a))~\ sin(y-l-a))-"^ ; 

2(Acosa) — r'^sinw^) 

r(l-f-4cosa)'; 

Beiveis, S. § 42, 1 Zusatz. 

§ 47. Der Gegenpunkt D' des Kollincationszentrums D. 

1. D' liegt auf OK und teilt mit S den Durchmesser OK 
harmonisch (Br). 

Beweis. AjO« wird durch AH aussen (§43, 3) und durch G 
innen im Verhältnis 2 : 1 geteilt; mithin sind AD, AG, AS', AH 
vier harmonische Strahlen. Dann aber sind auch die Geraden, 
welche zu diesen Strahlen symmetrisch liegen bezüglich des Z. A, 
harmonisch; dies sind die Geraden AD', AK, AS,' AO. Ebenso 
sind BD', BK, BS, BO harmonische Strahlen; folglich hat D' die 
angegebene Lage. 

Zusatz 1. B' ist der Pol von öß' bezüglich des Brocardschen 
Kreises, 

Zusatz 2. KD' = OD'tgco'; 



cos 20) ' r COS^ 



CO COS 3a) 



? 2a} COS 2a) 

2. Normalkoordinaten von D': 

• / • \ • ^1 \ ' / \ rsina) 

smfo — a)), sm(/9 — o)), sm(y — o)); m = ^ 

^^ cos 2a) 

Vergl. §41, 2. Bei der Berechnung von m kommt § 11, 2, Bei- 
spiel 1) zur Anwendung. 

3. D' ist das Kollineationszenti^m des Grunddreiecks und 
desjenigen Dreiecks, dessen Ecken die Winkelgegenpunkte A'^, Bj, C'^ 
der Ecken des ersten Brocardschen Dreiecks sind (Br). 
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Beweis. Die Kollineation ist offenkundig, da AA,, AA', Ge- 
gentransversalen sind. Da AA, , BB,, CG, durch D gehen, so 
schneiden sich AA',, BB',, CC, in D'. 

Zusatz. A.\ , B', , G\ sind die Schnittpunkte von Bö' und Cß, 
CS' und Aß, Aß' und Bß; die Kollineation ergiebt sich also auch 
aus 42, 6, indem man und 0' vertauscht. 

4. Normalkoordinaten von A' : 

^2 



bc b' c 



m = 



m\ 



m\ 



« ' c ' /; ' sin(a-f-2a)) 

Beweis. Vergl. § 40, 3. — m ( b€-\ h -r- ) = 2 A ; 

m[(b'-hc'y—b'c'] = 2 Abc, 

rsinC«-ho)y .1 

L sino)^ J ' 

?/isin(a+co-h«>)sin(a-|-a) — w) = sinco^sina. 

5. AD' : AA, = sin(a-i-2a)) : 2öinacos2a), 
A'jD' : AA, = sin(a — 2a}) : 2sinacos2a). 

Beweis. AD' : AA', = D'DJ : A', A',^ 

/'sincosinC/g — co) 2rsin]9*sina)* 

cos2o) ' sinysin(a-f-2a)) 

rsinco^sin/J^ 2rsina)^sinj5* 

sin a sin y cos 2a) ' sinysin(a4-2a)) ' 

A',D' : AA; = AD'— AA; : AA', 

= sin(a-f-2a})-v-2sinacos2a) : 2sinacos2a}. 

6. Auch die Dreiecke A,B,C, , A',B,C', sind perspektivisch; 
ihre Kollineationsachse fällt mit derjenigen der Dreiecke ABC, A,B,C, 
zusammen, ihr Kollineationszentrum E liegt auf DD' (Aß, K). 

Beweis. Die Dreiecke BB,C',, CC,B', sind perspektivisch; denn 
BB„ CC, schneiden sich in D, B,C'„ C,B; in A, BC',, CB', in A,, 
drei Punkten einer Geraden. Folglich laufen die Geraden BC, 
B^C^, B,C, durch einen Punkt Sl, ebenso die Geraden CA, C,Aj, 
CjA, durch einen Punkt 33 und die Geraden AB, A^B,, A',B', durch 



7 



« 
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einen Punkt (5. Die Punkte 21, S, 6 liegen nun auf einer Ge- 
raden, denn sie gehören der Kollineationsachse von ABC und A^BjC, 
an. Folglich sind A,B,C,, A',B',C'j perspektivisch. Fallen aber die 
KoUineationsa^chseii dreier Dreiecke zusammen^ so liegen ihre KoU 
lineationszentren in einer Geraden. Um diesen Satz an vorliegen- 
dem Beispiele zu begründen, betrachte man die Dreiecke BB,B',, 
CCiC, ; dieselben sind perspektivisch, da BC, B,Cj, B',C', durch 8 
gehen. Folglich liegen der Schnittpunkt D von BB, und CC,, der 
Schnittpunkt D' von BB;, QC\ und der Schnittpunkt E von B,B;, 
CjCi in einer Geraden. 

Anm. A A,BiCi und A'iB',C', sind in dreifacher Hinsicht perspektivisch: 
man bedenke, dass die entsprechenden Ecken der Dreiecke AiB,Ci, C',A'|B'j 
auf Geraden durch ö und die entsprechenden Ecken der Dreiecke AiBiCi, 
B'jG'iA'j auf Geraden durch Ö' liegen. 

7. Da^ Kollineationszenti^m E der Dreiecke AjB,C,, AjB',C', 
ist der Schnittpunkt der Geraden DD' und OH (Sl). 

Beweis. Für den Schnittpunkt X von DD' und OH hat man 

DX : D'X = DH : OD' = 2cos2a) : 1. 

Betrachtet man nun das A ADD', insofern als es von der Geraden 
A,A', geschnitten wird, so hat man nach dem Satze des Menelaus 

AA^.DE.D'A; : A^D.ED'.A; A = 1, also 

DE : D'E = A^D. AA; : A'^D'. AA, . 

Hieraus erhält man mit den Werten unter § 41, 5 und § 47, 5 

DE:D'E = 2cos2a):l. 

§ 48. Verallgemeinerungen: andere Sonderfälle. 

1. Das A AiBJCJ, dessen Ecken die Gegenpunkte der in § 42, 
1 definierten Punkte A,, B,, C, sind, liegt perspektivisch zum Grund- 
dreieck; das KoUineationszentrum X' ist dei* Gegenpunkt des Kolli' 
n£ationszenti*ums X der Dreiecke AjBiC/ und ABC. 

Folgt aus §42, 1 und der ümkehrung des Cevaschen Satzes 
in der goniometrischen Form. 

Zusatz. A', Bf, CJ sind die Schnittpunkte von BC,- und CB^, 
Cki und AC,, AB, und, BA,. 

2. Normalkoordinaten von X': 
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sm (a — g)), sm (^ß — g)), sin (y — g)) ; m = 



cos (o) -Hg)) 

Diese Werte ergeben sich aus den entsprechenden für X, wenn 
man bedenkt, dass die Normal Koordinaten eines Punktes denjenigen 
seines Gegenpunktes umgekehrt proportional sind (§ 17, Zus. 1). — 
Für die Bestimmung des Moduls s. § 11, 2. 

Betspiele: (p = a)(D'), <p = — «)(S), (p = =fz90°C0). 

Umgekehrt: Ein Punkt X' mit obigen Koordinaten ist immer 
aufzufassen als Kollineationszentrum eines „Gegendreiecks^ AJB/CJ 
und des Gt^nddreiecks ABC. 

Beispiele: Die Normalkoordinaten des Zentrums Z des Bro- 
cardschen Kreises (§ 39, 5) sind darstellbar unter der Form 

sin[a—(— 90^4-0))], sin[i9 — (— 90°4-a))], sin[y— (— 90°4-a))]. 

Hieraus folgt einmal (§ 42, 2), dass der Gegenpunkt Z' von Z das 
Kollineationszentrum des A ABC mit einem Dreiecke ist, dessen 
Ecken die Spitzen gleichschenkliger über den Seiten des A ABC nach 
aussen aufgesetzter Dreiecke mit dem Basisnnnkel 90° — co sind; 
andererseits, dass die Lote auf BQ' in B und auf Cß in C sich 
in ein£m Punkte der Geraden AZ begegnen, — Analog ergiebt sich, 
dass Parallelen durch C zu Aß' und durch B zu Aß sich in einem 
Punkte der Geraden AS schneiden. 

3. (Verallgemeinej'ung von 1.) Das A P'Q'R', dessen Ecken 
die Gegenpunkte der in § 42, 3 deßnierten Punkte P, Q, R sind, 
liegt perspektivisch zum Grunddreieck; das Kollineationszentrum 5|J' 
ist der Gegenpunkt von ^ (Jacobi II)*). — P\ Q', R' sind die 
Schnittpunkte von BR und CQ, CP und AR, AQ und BP. 

4. Sind die Aufsatzdreiecke in § 42, 3 ähnlich (§ 42, 4), so 
gilt dies auch bezüglich der Dreiecke P'BC, AQ'C, ABR'; auch, für 
diese Dreiecke gelten daher die Sätze in § 42, 4. — Hieran schliessen 
sich einige bemerkenswerte Folgerungen, falls man die Form der Auf- 
satzdreiecke mit derjenigen des Grunddreiecks übereinstimmend wählt. 

5< Es entstehen die Gegenpunkte SR, SR' der isogonischen 
Punkte £}, Q' (§ 42, 5), wenn die Aufsatzdreiecke BCP, CAQ, ABR 
als gleichseitig vorausgesetzt werden. SR, der Gegenpunkt von Q, 



*) Analytische Behandlung eines Satzes aus der Lehre des geradlinigen Drei- 
ecks. Programm von Pforta 1843. 
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ergiebt sich als Schnittpunkt dreier Kreise, die über den Seiten 
nach innen die Peripheriewinkel a-f-60^ ß-^GO^, y-f-60® resp. 
a— 120°, ß-h60\ y-|-60° fassen, je nachdem keiner der Winkel 
des A ABC > 120" oder a > 120° ist. SR', der Gegenpunkt von 
£i', wird erhalten durch Kreise, die über den Seiten nach innen 
die Winkel a— 60°, i?-+-120°, y-f-120° resp. a+120°, /S— 60°, 
y— 60° fassen, je nachdem a>60°, j5<60°, y<60° oder 
a < 60°, ß > 60°, y > 60° ist. — SR liegt mit Ö so lange inner- 
halb des Dreiecks, als kein Winkel 120° erreicht; ist a>120°, so 
fällt £1 in den Scheitelraum des Zl A, also 91 zwischen die Seite 
BC und die Peripherie des Umkreises. 91' liegt mit Q' jederzeit 
ausserhalb des Dreiecks. — 
Noi^malkoordinaten vori 

yt : sin(a+60»), sinC,S+60»),' sinCy+GO»); m = -j^^:^ , 

3l':sin(a-60°), sinC/J-eO»), sin(y-60»); „i=.^-*'^_. 

Die Punkte 9t, 91' heissen die isodynamischen Punkte des Dreiecks; 
sie besitzen eine Anzahl merkwürdiger Eigenschaften, welche im 
folgenden § zusammengestellt sind. 

6. Die Sätze unter §42, 6 und §47, 6 finden ihre Erwei- 
terung bezw. Verallgemeinerung in folgendem Satze: 

Sind 0, 0' zwei beliebige Punkte in det' Ebene des A ABC 
und schneiden sich 

BO, CO'mA., CO, AO'mB,, AG, BC m C^, 
BD', CO in A;, CO', AO in B;, AG', BO in C;, 
50 sind die Dreiecke A,BjC,, A'^BJCi sowohl dem Grunddreieck als 
unter sich perspektivisch; die drei Kollineationsachsen fallen zusam- 
men und die drei Kollineationszentren liegen in gerader Linie (Sl). 

Für den Beweis vergl. § 47, 6. 

§ 49. Die isodynamischen Punkte. 
1. Die Fusspunktendreiecke von 9i und 9i' sind gleichzeitig. 
Vergl. die erste Anm. zu § 16. — Allgemeiner: Die Fusspunkte 
dreier Geraden durch 91 bezw. 91', Vielehe gegen die Seiten des Gi^nd- 
dreiecks in gleichem Sinne unter denselben Winkel geneigt sind, bilden 
die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks. 
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Zusatz. 9?, 3t' sind die Doppelpunkte der beiden Scharen gleich- 
seitiger Dreiecke^ welche dem A ABC eingeschrieben werden können, 
Vergl. § 23, 1. 

2. Die bis zum Schnitt mit dem Umkreise verlängerten Schei- 
tellinien durch 9?, 3?' ergeben die Ecken gleichseitiger Dreiecke (N). 

3. 31 und 3i' sind die Schnittpunkte der Apollonischen Kreise - 
des AABC*). — Im Kreisviereck 3t3lcB3ia ist nämlich 3la3tc = 
B3isini9, im Kreisviereck 3i3iöC3ia ist 3la3t/> = C3tsiny; also B3isin/9 
= C3lsiny; B31 : C3i = BA : CA etc. — Hieran schliesst sich der 
weitere Befund, dass die Apollonischen Kreise die Orter von Punkten 
mit gleichschenkligen Fusspunktendreiecken sind. 

Zusatz. A5i M = B3i .6 = C3i .c, 
A3t'.a = B3l'.6 = C3t'.tf. 
Mit diesen Relationen hängt die Benennung der Punkte 31, 3i' zu- 
sammen. 

4. Die Spiegelpunkte von 31, 31' bezüglich der Seiten des A ABC 
liegen auf den entsprechenden Scheitellinien durch Q, Q' (N). 

Beweis. Ist allgemein P ein Punkt des Apollonischen Kreises 
La, Pa sein Spiegelpunkt bezüglich BC, so folgt aus der Gleichheit 
der Bogen PJ«, P« J« dieGleichheit der Peripheriewinkel PAJ«, PjAJ«. 

Zusatz. 3i(3t') ist der Schnittpunkt der zweiten gemeinsamen 
inneren Tangenten dreier Kreise um A, B, C, welche bezw. BQ und 
Co, Ca und AQ, AÖ und BQ (BQ'...) berühren (Sl). 

5. 3{, 31' sind inverse Punkte bezüglich des Umkreises (N).^ 
Beweis. Aus dem Zusätze zu 3 folgt 

A3i : A3i' = B31 : B3i' = C3i : C3i'. 
Hiernach liegen A, B, C auf einem Kreise, der mit den Enden eines 
Durchmessers die Strecke 3131' harmonisch teilt. 

6. A ^JRb^c und das Zentralendreieck Aq der den Punkt £i 
et*zeugenden Kreise (§ 42, 4, 5) befinden sich in Ahnlichkeitslage ; 



*) Crelle fand, dass die drei Apollonischen Kreise sich in einem Punkte 
schneiden. Kiekl hob (1881) die Zweizahl der Schnittpunkte und ihre Lage auf 
der Geraden OK hervor. Fuhrmann erkannte (1884) die Form der Fusspunkten- 
dreiecke der Schnittpunkte und ihre Beziehungen zu den isogonischen Punkten. 
— Die im Zus. zu 1 hervorgehobene Eigenschaft des Punktes fR gab ?^ Lith- 
mann (1878). 
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ebenso A SliSRiSlc ?^^'<^^ A^. Der Ähnlichkeitspunkt ist in beiden 
Fällen der Grebesche Punkt des Grunddreiecks (Kr). 

Beweis, Entsprechende Seiten der Dreiecke SiaSRfcSRc und Aq 
sind parallel, weil sie auf der zugehörigen Scheitellinie durch Q 
senkrecht stehen. Sodann verhalten sich die Entfernungen des 
Ahnlichkeitspunktes von den Seiten b und c wie die Entfernungen 
der diesen Seiten entsprechenden Ecken des Dreiecks Aq von h 
und c, 

7. SR, 31' sind inverse Punkte bezüglich des Brocardschen 
Kreises; 03* : 3fiK = 05R' : SR'K = tgSO' : tgco. 

Beweis. In den Dreiecken 9l„9i/>3lc und A^ sind 91 und 
homologe Punkte; folglich liegt 5R auf OK. Ferner verhält sich 
OSR zu SRK wie die Entfernungen der über der Seite a liegenden 
Ecke des Dreiecks A^ und des Punktes K von a. Denselben Wert 
hat das Verhältnis OSR' : SR'K. — Ein anderer Beweis des Satzes 
lässt sich aus 5 gewinnen mit Rücksicht darauf, dass 3i und SR' 
symmetrisch zur Umkreispolare von K gelegen sind (N). Vergl. den 
Schluss der Fussnote auf S. 76. 

8. Die Mitten 2R, 3K' der Dreiecke ^JRt^c, SRaSR^SRc liegen 
auf GK und teilen GK harmonisch im Verhältnisse tg30° : tgco (Kr). 

Beweis, Nach § 43, 5 ist G der Schwerpunkt, also der Mittel- 
punkt der gleichseitigen Dreiecke Aq, Aq'. 

Zusatz. 9150?, Si'SDf' sind parallel der Eulerschen Geraden des 
AABC. 

9. 3K, W siml die Mittelpunkte von £}^, £)'3(i' (Kr). — Vergl. 
die erste Anm. zu § 16. 

Zusatz, £)3fl II O'gfl' (Gl) || GH (Kr). 

10. a. ÖQ' geht durch K (Mc) und durch die Mitte von GH 

(Wh). 

b. £l3fi' und Q'9fi schneiden sich in G (Mc). 

§50. Der Steinersche und der Tarrysche Punkt. 

1. Parallelen durch die Ecken des Urdreiecks zu den entspre- 
chenden Seiten des ersten Brocardschen Dreiecks schneiden sich auf 
der Peripherie des Umkreises in einem Punkte (Ty). 

Denn die Parallele durch B zu AjC, schneidet die Parallele 
durch A zu B^C, unter dem Z. C, = C, und zwar liegt der Schnitt- 
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punkt unter der Annahme c>b>a auf derselben Seite von AB 
wie A ABC, also auf der Peripherie des Umkreises; ebenso schneidet 
auch die Parallele durch C zu A,B, die genannte Parallele durch A 
auf der Peripherie des Umkreises, und zwar liegt der Schnittpunkt 
auf derjenigen Seite von AC, auf welcher A ABC nicht liegt. Da 
nun die Gerade durch A den Umkreis nur noch in einem Punkte 
trifft, so sind ihre Schnittpunkte mit den beiden anderen Geraden 
identisch. — Der Schnittpunkt R der drei Scheitellinien heisst der 
Steinersche Punkt des Dreiecks*) 

2. Dem Punkte R, aufgefasst als Punkt des A ABC, ent- 
spricht in dem ähnlichen A A,BjO; der Punkt K. Oder: Der Gre- 
besehe Punkt des Urdreiecks ist der Sf einer scIie Punkt seines ersten 
Brocardschen Dreiecks (Sn). 

Beweis. Da RA||B,C, und AC||B,K ist, so ist ZRAC = 
KB,C, = KA^C, ; da ferner RC H A,B, ist, so ist Z RCA = KB, A, 
= KC, A, . Mithin ist A RAC f^ KA,C, . 

Zusatz. Der Steinersche Punkt liegt stets im mittleren der 
Bogen, in welche der Umkreis durch die Punkte A, B, C geteilt 
wird C§ 40, 1, Zus.). 

3. Lote von den Ecken des Urdreiecks auf die entsprechenden 
Seiten des ersten Brocardschen Dreiecks schneiden sich auf der Pe- 
riphei'ie des Umkreises in einem Punkte (F). 

Denn die Lote auf AR in A, auf BR in B und auf CR in C 
treffen sich in demjenigen Punkte der Peripherie des Umkreises, 
der dem Punkte R diametral gegenüberliegt. — Der Schnittpunkt 
N der drei Scheitellinien heisst der Tarrysche Punkt des Dreiecks, 

4. Dem Punkte N, aufgefasst als Punkt des A ABC, ent- 
spricht in dem ähnlichen A A,B,C, dei' Punkt 0. Oder: Der Um- 
kreismittelpunkt des Urdreiecks ist der Tarrysche Punkt seines ersten 
Brocardschen Dreiecks (F). 

5. N liegt auf der Eulerschen Geraden des A AjB,Cj (Br). 
Beweis. Den Punkten G, 0, N des A ABC entsprechen in 

dem ungleichwendig ähnlichen A A^BjCi die Punkte G, Z, 0. Daher 



*) Die Identität des Punktes R mit dem von Steiner (Grelles Journal, 
Bd. 32, S. 300; Bd. 67 S. 237; Ges. Werke, Bd. 2, S. 689) behandelten Schniu- 
punkte des Umkreises und der dem Dreieck umgeschriebenen Minimalellipse erkannte 
Neuberg. (Sur le point de Steiner, Journ. de Math, speciales, 1886). 
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sind die Dreiecke GON, GZO ungleichweiidig ähnlich; hieraus folgt 
die Behauptung. 

Zusatz. 00 : GZ = r : /•, ; GN : GO = /• : i\ ; 
GN : GZ = }' : r] ; GN .GZ = GO^ 

6. R liegt auf der Polare von G bezüglich des Brocardschen 
Kreises (Lg). 

Reweis, Schneidet Ts^G den Umkreis in X, so ist ZX.ZN = 

r'—r], ZN = GN — GZ = -^-=-^GZ, also ZX.ZG = r]. Somit 

ist RX die Polare von G bezüglich des Brocardschen Kreises. 

7. D liegt auf dem Durchmesser NR (Ty). 

Beweis, Wir zeigen, dass die Dreiecke DHjN, OZN ähnlich 
sind. Um dies darzuthun, genügt es zu beweisen, dass die Pro- 
portion 

H,D:ZO = H,N:ZN 

stattfindet. Es ist nun H,D : ZO = 2ZS : ZO = 2cos2co. Ferner 
ist H,N :ZN = GN-+-2GZ:GN — GZ = r^-\-2r\ : r'—r\ = 2cos2cü, 
wie man durch Einsetzen des Wertes von r^ (§ 39) bestätigt. 
Zusatz, 
OD = r(l— 4sina)'), RD = 4rsina)^ ND = 2rcos2«) (F). 

8. N, I)', H liegen in einer Geraden (Br). 

Beweis. Die Proportion DH^ : HjH = OZ : ZD' bedingt, dass 
2ZS : 20Z = OZ : ZD', also OZ' = ZS.ZD' ist. Dies ist in der 
That der Fall, da 0, S, K, D' vier harmonische Punkte sind und 
Z die Mitte von OK ist. 

9. a. T, die Mitte von RH, liegt mit N,''Z, G, H, in gerader 
Linie (Sl). — Denn G ist der Schwerpunkt des A RNH. 

b. Die Lote von den Mitten der Seiten des A ABC auf die 
entsprechenden Seiten des A A,B,C, schneiden sich in T (Sl). 

Beweis. AG : GO« = 2 : 1, NG : GT = 2 : 1 ; folglich O^T || AN, 
also ± BjC,. 

c. T, F, S liegen in gerader Linie (Sl). — Man beachte, dass 
DH = 20S ist. 

10. a. Die Simsonlinie von R ist die Parallele durch T zu OK. 
Beweis. Da T auf dem Mittellote von RoH« liegt, so ist 

Z. TRflR = THaA. Bezeichnet nun H' den Schnittpunkt von AH 



§ 51. Weitere Beziehungen der Punkte N und R. 107 

mit dem Umkreise, so ist RFr||TII«, also Z TI^A = BFl'A = 
RNA = KOO«. Da RR« i| 00«, so ist TR« || OK. Ebenso TR„ TR^. 
b. Die Simsonlinie von N ist \\ QU' und gefit durch dm Schnitt- 
jmnkt von RG, NU, FS. 

AntH. Allgemein gilt der Satz: Die Simsonlinie eines Punktes geht durch 
die Mitte seiner T%rbindungslinie mit dem Höhenschnittpunkte; dieser Mittelpunkt 
liegt auf dem Feuerbachschen Kreise des Grunddreiecks. Ferner: Die Simsonlinien 
zweier Endpunkte eines Durchmessers stehen aufeinander senkrecht und schneiden 
sich auf dem Feuerbachschen Kreise. 

11. Die Winkelgegenpunkte R' und W von R und N sind die 
unendlich fernen Punkte des Lotes auf OK und der Linie OK selbst 

Beweis. Allgemein gilt der Satz: Die Gegentransversalen eines 
Punktes des Umkreises stehen senkrecht auf seiner Simsonlinie, Im 
vorliegenden Falle ist z. B. Z. RAG = RRcR^ = BAR'. Da nun 
RRc ± BA, so ist auch R^Rö ± AR'. 

§ 51. Weitere Beziehungen der Punkte N und R. 
1. Entfeimungen der Ihtnkte N und R von den Ecken, 

.^ 2rcos(a-f-«)) .^ f sin «sin (^ — y) 1 2rsina} 

~ yr— Islno)' ' ~L sm^smy J |/TZ4sin^ 

Beweis. AN = 2rcosANR, Z ANR = A^OK = (ÖÖ', BC) 
= A (§ 16, 7). — AR = 2rsinA, 

. ,2 sin(a-|-a)y— 4sina)^ . u « o zun 

^^^^ = l-isinco^ ' ^^'^ '''^''^ § ^' ^^^ 



~\\c^ b) ^J 1— 4sinoj*^ 



2. Arealkoordinaten von 

TVT • / , \ 1 2r^ncos(a+a)) 

N: sinacos(a-f-co)-^ ...,...; ju = — j4 — 3-^, 

1 — 4sina)^ ' 

T> • \ ' /a \ 1 2r^sina)^nsinC5 — y) 

1 — 4sina) 

Beweis. Man berechne A BCN und A BCR vermittelst 1. 

3. Normalkoardinaten von 

N :cos(a-f-«))-S ...,...; ^ ^^ 

R :sina--2sin(]9 — y)-^, ...,...; r 
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N'; cos(a-H«>), ...,...; 
R : sma'smCi? — y), ..., ...; 

4. at N ist das Kollineationszentrum des A ABC und eines 
A AgBjCj, dessen Ecken die Spitzen gleichschenkliger übei* den Seiten 
des A ABC nach innen emchteter Dreiecke vom Basiswinkel 90® 

— üj sind, • 

Bewds. cos («4-«))-^ = — sin[a— (90'— oj)]; § 42, 2. 

b. /v^(/< waw an BA m B w/id an Q>k in C den Winkel 90' 

— o) TiacA rf^r S<^Y^ rf^s Dreiecks hin an, so schneiden sich die End- 
schenkel in einem Punkte, dessen Verbindungslinie mit A de?* Ge- 
raden OK parallel läuft. — § 48, 1. 

5. Sind B', C die Spiegelpunkte von B, C bezüglich der Mit- 
tellote auf by c, so liegt R auf der Geraden, welche A mit dem 
Schnittpunkte X von BC und B'C verbindet (Lg). 

Beweis, A XAB : XAC = XB : XC = ^f^ * ^vrT = pTsr " T^Wf 
= sin(y — a)8inß : sin(a — |5)siny = A RAB : RAC. 

6. smROK == -TZ — -r-, — ^^ • II ^7- — -^ (Sl). 

(1 — 4sina)*)t sina 

Beweis. Wird Z. ROK = v gesetzt, so ist (s. die Tafel) 
Z ROA, = v-h;i, Z AOK = (fa (§ 40, 4) = i?+2A; 
. . sina sin (|5 — y) sinco 

sin A : T ; 



sinjJsiny ]/l— 4sincü' 

. . . ciiN sin/9siny .^ .^ j,. 
sin(t?-h2 A) = ^r^/ g (§ 40, 5); 

cos(t;+A) = (00a— RRa) : r 

sin (y — a) sin (a — ß) 



Ö5 



= cosa- 



1 — 4sin(ü' 



2sina)^ 



= cosa :| — -^-, — 2- 9 ; 

1 — 4sina)' ' 

sinv = sin(ü-f-A-hA) — 2cos(t?-hA)sinA 

4sin( 



'V sma^ / ^^ 1- 



-4sina)* ' 
sin^siny — 2sina^cosa = — sin(y— a)sin(a — ß) = ^sina'; 

(^ 4sina)* \ 

H-TzrüTn-^j- 



smv : 



§ 52. Komplementäre Spitzendreiötke. 
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§ 52. Spitzendreiecke, deren Parameter sich zu 90° 
ergänzen. 
1. Eni,chtet man (Fig. 37) auf den Seiten eines A ABC als 
Grundlinien gleichzeitig nach innen oder aussen zwei Systeme ähn- 
licher gleichschenkliger Dreiecke 

BGA, <^ CAB, r^ ABC,, BCA3 ^ CAB3 r^ ABC3 , 
deren Basiswinkel sich zu 90** ergänzen, so erhält man zwei Spitzen- 



dreiecke A,B,C, 



A,B,C,. 




Es stehen dann die Verbin- 
dungslinien entsprechender 
Ecken des Grunddreiecks 
und des einen dieser Drei- 
ecke senkrecht auf den Seiten 
des anderen (Mc). 

Beweis (N). Bezeichnet 
man die Tangenten der Ba- 
siswinkel der ersten Schar 
mit A, so ist 

B,06 = iA6, 

C,Oe = \XC, 

Man ziehe OeE || 0,B,, B,E || 0^0^, C.D || O^B,, ED || 0,C. . Dann 
ist ACjOeD gleichwendig ähnlich dem A ABC; denn Z GcC^D 
= a, C,D = ^A6, C,0c = ^A<7. Da die entsprechenden Seiten 
beider Dreiecke aufeinander senkrecht stehen, so ist im Parallelo- 
gramm EDC.Oe EC, XAOa und EC^ = A.AO«. Betrachten wir 
jetzt AEB,C,, so ist in diesem EB, XO^A,, EC, J^AO«, folg- 
lich Z B^EC, = AjOaA. Des weiteren ist EB, = OeOö = ^a = 

X'Yi^ = ^'K^a und EC, = A.AOa; mithin ist AEB,C, gleich- 
wendig ähnlich A OaA3A und somit AAjiBjCj. 

Zusatz, B,C, =>l.AA3; AA,±B3C3, B3C3 = ^.AA,. 

2, Bemerkenswerte Sonderfälle von 1. a. Sind A,, Bj, C^ 
die Zentren der über den Seiten des A ABC nach aussen oder nach 
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innen errichteten Quadrate, ho fitehen die Geraden kk^^ BB,, CC\ 
senkrecht auf den Seiten des A A,B,(', und simi denselben bezüglich 
gleich (N). — Ferner erscheinen con den Fusspunkten 1), E, F der 
Höhen des A A,B,C, aus die zugehörigen Mittefilinien (G^Gj. etc.) 
des A ABC unter rechtem Winkel, und die Punkte G«, Gß, G^ liegen 
so gegen ADEF irie die Punkte P, Q, R in § 42, 3 gegen A ABC (F). 
b. Es seien A, , B,, C, die Spitzen, Ag, Bj, C3 die Mittel- 
punkte dei^ über den Seiten des A ABC nacJi aussen oder nach innen 
errichteten gleichseitigen Dreiecke. Neben den bereits früher zur 
Sprache gebrachten Eigenschaften (AAj JL B3C,; A A3B3C3 gleich- 
seitig, sein Mittelpunkt G) finden wir: B3C3 ==^AA,y8, also kk^ 
= BB. = CC, ; AA, ± B.C„ AA, = ^B.C.yB. 

3. Umkehmng von 1. Errichtet man auf den Seiten eines 
A ABC als Grundlinien, gleichzeitig nach innen oder nach aussen, 
ähnliche gleichschenklige Dreiecke, deren Spitzen A, , B, , Cj heissen 
mögen, und fällt Lote von k auf B^C,, von B auf C,A,, von C 
auf k^B^, so schneiden sich dieselben jederzeit in einem Punkte; ihre 
Schnittpunkte mit den entsprechenden Mittelloten des A ABC bilden 
die Spitzen dreier ähnlichm über den Seiten des A ABC ah Gi^7id- 
liriien gelegenen gleichschenklig (m Dreiecke, deren Basiswinkel die- 
jenigen der ersten Schar zu 90^ ergänzen. — Folgt aus 1 mit 
Rücksicht auf die eindeutige Bestimmtheit des Lotes von einem 
gegebenen Punkte auf eine gegebene Gerade. 

4. Beispiele, a. Neben der bereits in §51, 4 a ausgespro- 
chenen Eigenschaft des Tarryschen Punktes finden wir: Sind A3, 
B3, C3 die Schnittpunkte der Geraden AN, BN, CN mit den ent- 
sprechenden Mittelloten d£s A ABC, so ist AD _L B3C3, 



AA ^ t/ — 1 "j^o 1^ r>i " ,/sin(ß + 3«}) 

AA„ = -^-l/cota)'— 3, B,C, = V • - -l/-^-7 ^* 

' 2 *^ ' ' ' 2sinü) r sin(a — co) 

b. Analoge Beziehungen wie zicischen D und N bestehen zwi- 
schen den Punkten S' und Z', welche durch gleichschenklige nach 
aussen errichtete Dreiecke mit den Basiswinkeln w und 90^ — w er- 
zeugt werden. 



§53. Die Kollineationsachse der Dreiecke A und A,. Hl 

§53. Die Kollineationsachse 21S65H ® des Grunddreiecks 
und seines ersten Brocardschen Dreiecks. 

1. Das A ABC und die Dreiecke A,B,C, (§ 39), A3B3C3 (§ 51), 
welche jenem gemäss § 41 und 42 perspektivisch sind, haben dieselbe 
Kollineationsachse. 

Allgemein gilt der Satz (vergl. §47, 6): Liegen die Kollinea- 
timiszentren D, N, dreier Dreiecke in einer Geraden, so fallen 
ihre Kollineationsachsm zusammen. 

Um diesen Satz an vorliegendem Beispiele zu beweisen, be- 
trachte man die Dreiecke BB^B3, CCJC3. Es schneiden sich BB,, 
CC^ in 1), BB3, CC3 in N, B,Bj, 0,63 in 0, dreien Punkten einer 
Geraden; mithin gehen BC, B,C,, B3C3 durch einen Punkt, nämlich 
durch den mit 31 bezeichneten Schnittpunkt von BC, B^C^. Ebenso 
zeigt man, dass C3A3 durch 33, A3B3 durch 6 geht. 

2. Die Kollineationsachse des Grunddreicks und seines ersten 
Brocardschen Dreiecks steht senkrecht auf dem Durchmesser RN (Br). 

Beweis. SSN^— SD'' = (SN-^— SB^— (330'— SSB^. 

Da nun 93 auf der Geraden A,C, liegt, welche _LBN steht, 
und da ferner S auf der Geraden A3C3 liegt, welche _LBD steht, 
so kann für die erste Klammer X^W — A,B^ für die zweite AgD^ 
— AgB^ geschrieben werden. Es ist also 

a3N^-a3D^ = (A,N^~-A,BO— (A3D^— A3BO. 
In derselben Art ergiebt sich 

6N^~6D^ = (6N^— 6C0— C6D^— 6C^) 

= (A.N^-A,C0-(A3D^-A3C0. 
Da aber A,B = A,C, A3B = A3C ist, so sind die beiden Quadrat- 
differenzen einander gleich: die Gerade 21336 steht also _LND. 

Anm. Die Erweiterung vorstehender Sätze wird ermöglicht durch die 
Folgerung 1 des § 55. 

3. Das Spiegeldreieck AgBgCg von A^B,C, bezüglich ® liegt 
perspektivisch zum Grunddreieck mit R als Kollineationszentrum (F). 

Beweis. Da Z. 33Ag@ = a ist, so ist A623 Ag ein Kreisviereck ; 
folglich ist Z AgAC = AggSl = (A^B,, ®) = RNC = RAC. 

4. Ist Ü der Schnittpunkt von OD mit dem Brocardsclien 
Kreise, so wird Rü durch ® halbiert (Ar). 
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Beweis. Z (AR, ®) = ANR = A,OK = A,UK. Da nun 
UK||® ist, so ergiebt sich vermittelst 3, dass RA und UAj sich 
auf ® schneiden und daraus die Behauptung. 

Zusatz 1. RK wird durch ® halbiert, 

Zusatz 2. Ist W einer der Schnittpunkte von ® mit dem Um- 
kreise ^ so ist RW die Potenz von R bezüglich des Brocardschen 
Kreises (Ar). 

5. Wird der Brocardsche Kreis um ® umgeklappt, so schneiden 
die gemeinsame Sehne RQ des neuen Kreises Zg und des Urnkreises 
und die Umkreispolare vmi K die Gerade ® in demselben Punkte (Ar). 

Beweis, Die Potenzlinie von Zg und ist RQ, die Potenz- 
linie von Z und ist die Umkreispolare von K, endlich die Po- 
tenzlinie von Z und Zg ist ®. 

Zusatz, Q ist der Doppelpunkt der gleichwendig ähnlichen 
Dreiecke ABC, k^fi^. — Denn Z ACQ = 180°— ARQ = A^RQ 
= AgCflQ etc. 

Allgemein gilt der Satz: Ist das KoUineationszentrum zweier perspektivisch 
liegenden gleichwendig ähnlichen Dreiecke der eine Schnittpunkt ihrer Umkreise, so 
ist der zweite Schnittpunkt ihr Doppelpunkt (Ar). 

§54. Die Punkte der Geraden OK. 

1. Auf der Geraden OK liegen sechs merkwürdige Punkte 
des Dreiecks: 

0, Z, S, K, D', N', 

deren Normalkoordinaten sämtlich unter der Form 

. , N . •^ N . ^ N rsino) 

sin(a-</)), sm(i?— <ip), sm(y-q>); m= ^^^^^^^^ 

darstellbar sind. Nennt man den besonderen Wert von y, der zu 
einem bestimmten dieser Punkte gehört, seinen Parameter, so er- 
giebt sich als Parameter für 

0:-90^ Z:— (90°— cü), S : — co, K:0, D' : to, N':90°— co. 

Man sieht, dass man den betreifenden Punkt auf OK erhält, indem 
man QK normal um den Parameter des Punktes dreht. 

2. . Jeder Ihinkt P 7nit den Koordinaten 

sin(a — y), sin(/? — y), sin(y — y) 
liegt auf der Geraden OK. 
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Beweis. Man ziehe durch P Parallelen zu CB, CA und falle 
von und K Lote auf dieselben. Die Bedingung, dass P, 0, K 
in einer Geraden liegen, ist gleichbedeutend mit der Proportion 

OOa-PPa : KKa-PPa = 00,— PPft : KKft — PPft. 

Es ist nun 

r\r\ TTTz • X T»T> rsinfa — g))sinco 

00a = rcosa, KKa = rsmatgco, PP« = ^-? — —-^ ; 

cos(co-Hy) 

somit 

00a — PPa = 7 r-[cosacos(a)-H9>) — sincosin(a — cp)] 

cos(a)-hsp) ^ ^ ^^ ^ ^-'J 

rcosycos(a+a}) 

cos(co+y) ' 

7*tff CO 

KKa— PPa = 7-^-: — ^ [sinacos(co-hy) — coso)sin(a — cp)l 

cos(a)-Hy) «^ ^ ^^ ^ ^>'-' 

rsin5pcos(a+co)tgco 

cos (coH-y) 

Die linke Seite obiger Proportion hat also den Wert cotcocoty; 
da derselbe unabhängig von a ist, so leuchtet ein, dass analoge 
Rechnung für die rechte Seite denselben Wert ergeben muss. 

3. Auch die Umkehrung von 2 ist richtig. Ist nämlich P 
ein Punkt der Geraden OK, so gilt zunächst obige Proportion; 
da ferner das Produkt cotcocotg) mit dem festen co und dem 
veränderlichen 5p aller reellen Werte fähig ist, so kann etwa 
die linke Seite der Proportion gleich cotcocoty gesetzt werden. 
Mit den bekannten Werten für 00«, KKa erhält man dann den 
früheren Wert für PP«, und ebenso die Werte für PP^, PPc zurück. 

4. Ist P ein Punkt der Geraden OK, y sein Parameter, so 
ist Z. KQP = g> (Eh). 

Beweis, Nach 2 ist PO : PK = cotcocoty. Ist nun Z.KQP 
= tpy so ist 

PO : PQ = COSI// : sin CO, 

PS : PK = cosco : sin?// 

PO : PK = cotcocoti//, also ?// = 5p. 

Zusatz. Z. KQSR = — 60^ Z KQSR' = 60^ 

5. Die Gegenpunkte aller Punkte der Geraden OK sind in 
§ 42 gekennzeichnet als Kollineationszentra des A ABC mit Drei- 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. 3 
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ecken, deren Ecken die Spitzen ähnlicher gleichschenkliger Dreiecke 
über den Seiten des Grunddreiecks sind. Den sechs unter 1 be- 
zeichneten merkwürdigen Punkten der Geraden OK entsprechen 
die Punkte 

H:— 90^ Z':— (90^— ü)), S':— w, G : 0, D : co, N : 90^— o), 
wo die beigefügten Parameter die Basiswinkel der zugehörigen 
gleichschenkligen Dreiecke bezeichnen und durch ihr Zeichen an- 
geben, ob die Dreiecke nach aussen ( — ) oder nach innen (-}-) 
aufzusetzen sind. Diesen Punkten lassen sich dann noch die Ecken 
des Grunddreiecks (Parameter: a, ß, y) und die isogonischen Punkte 
(Parameter: =fi60°) zugesellen. 

Anm. Die Untersuchung des Ortes der Gegenpunkte der Geraden OK 
liegt ausserhalb des Rahmens einer elementar -geometrischen Darstellung; es 
muss daher an dieser Stelle genügen, den mit den Elementen der syntheti- 
schen Kegelschnittslehre Vertrauten auf eine der schönsten und dankbarsten 
Aufgaben dieses Wissenszweiges hingewiesen zu haben. 

§ 55. Der McCaysche Satz. 
Besteht zwischen dem Parameter (p eines Punktes P der Ge- 
raden OK und den Parametetm (p', (p" der Gegenpunkte Q', Q" 
zweier Punkte P', P" der Geraden OK die Beziehung 

<p+(p'+(p'' = n.imXn = —1, 0, 1), 
so liegen die Punkte P, Q\ Q" in einer Geraden. 
Beweis. Es seien 

jc EE sin(a — y), y ^ sin(j5 — y), z ^ sin(y — y); m 
x' = sin(a — SpO~S 2/' ^ sin(j^ — y')~S ^' ^ sin(y — SP')~^5 ^' 
.r" = sin(a— y'O^S y" = sin(i5-0-S 2" = sin(y— y")~i; ^" 
die Nonnalkoordinaten der Punkte P, Q', Q". Zieht man durch 
P Parallelen zu den Seiten des A ABC, so ergiebt sich als Be- 
dingung dafür, dass die Punkte in einer Geraden liegen: 

wV — mx Wy — my wV — mz 

WV — mx m"y^' — my m^^z^^ — mz ' 



(1— A)7w^— wV+AWV = 
(l—X)my—m'y'-h^m''y" = 
(l—X)mz — m'z'-hXm"z" =0 



y'z"—y''z' 



ay—xy. 
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Multipliziert man die Gleichungen mit den rechts daneben stehenden 
Differenzen und addiert, so ergiebt sich 

2sin(a — y)[sin(/5 — y')~^sin(y — y")""^ 

— sin(/5— y")"'sin(y— 9)')""^] = 0, 

2sin(a — y)sin(a — y')sin(a — y")[sin(/5 — y")sin(y — y') 

-sin(/5~9)')sm(y-9")] = 0, 
2sin(a — y)sin(a — y')sin(a — y")sin(j5 — y)sin(y" — y') = 0, 
2sin(a — y)sin(/5 — y)[cos(9"— y') — cos(2a— y' — y")] = 0. 

Da 2sin(a — y)sin(j^ — y) = cosy2sinasin(/5 — y) — sinyScosa 
sin(/5 — y) = ist, so vereinfacht sich die Gleichung zu 

2sin(a — y)cos(2a — y' — y")sin(/5 — y) = 0, 
2[sin(3a— 9— y'— 9")-+-sin(9'-hy"— y— a)]sin(/5— y) = 0, 
2sin(3a— y— y'— y")sin(/9— y) = 0. 
Da 2sin3asin(/5 — y) 

= 32sinasin(j^ — y) — 42sina^sin(/?-l-y)sin(/J — y) 
= — 42sina^(sin|S' — siny') = 
ist, so erhält man 

sin(y+y'4-y")2cos3asin(/5 — y) = 0. 
Der zweite Faktor hierselbst ist gleich 
— 2sin(iS— y)cosOS-hy— -20) 
= -2sin(/?-y)cos[(y-a)— (a— /?)] 
= — 3nsin(jS — y) — 2sin(/5 — y)cos(y — a)cos(a — ß) 
= -4nsin(/5-y)~-sin[(/5— y)-h(y-«)-h(a-'i3)] 
= —4nsin (i?—y), 
mithin im allgemeinen von Null verschieden. Es ergiebt sich also 
schliesslich 

Folgerungen. 1. Ist y'-hy" = 90^ so ist (p ebenfalls =90° 
d. h. t}rnchtet man über den Seiten eines Dreiecks als Ghntndlinien, 
gleichzeitig nach innen oder aussen, zwei Systeme ähnlicher gleich- 
achenkliger Dreiecke von der Beziehung, dass die Basiswinkel einander 

8* 
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u 90° ergänzen, so liegen die Kollineationszentra Q', Q" der beiden 
tigehörigen Spitzendreiecke und des Grunddreiecks mit dem Mittel- 
punkte des Umkreises des letzteren in einer Geraden; femer schneiden 
sich Q'P", Q'T' im Höhenschnittpunkte H. Beispiel: D, N. 

2. Ist (f'-^tf" = 0, 80 ist auch y = d. h. Errichtet man 
über den Seiten ein£s Dreiecks als Grundlinien zwei Systeme ähn- 
licher gleichschenkliger Dreiecke von gleichem Basiswinkel , das eine 
Dreieck jedesmal nach aussen, das andere nach innen, so liegen die 
Kollineationszentren Q', Q" der beiden zugehörigen Spitzendreiecke und 
des ürdreiecks mit dem Grebeschen Punkte des letzteren in einer 
Geraden (Le); femer schneiden sich Q'P", Q"P' im Schwerpunkte 
6. Beispiel: D, S'. 

3. Ist (p' — (p" = 90° d. h. Errichtet man über den Seiten 
eines Dreiecks als Grundlinien zwei Systeme ähnlicher gleichschenk- 
liger Dreiecke, das eine Dreieck nuch innen, das andere nach aussen, 
so dass die Schenkel zusa7nm£ngehöriger Dreiecke aufeinander senk- 
recht stehen, so liegen die Kollineationszentren der beiden zugehörigen 
Spitzendreiecke und des Grunddreiecks mit dem Zentrum des Feuer- 
achschen Kreises des letzteren in einer Geraden. Beispiele: D, Z'; N, S'. 

Beweis, Wir ziehen die vier Punkte 

deren Gegenpunkte P, , P^, Pg, P^ heissen mögen, in Betracht. 
Zu beweisen ist dann, dass der Schnittpunkt von QjQj und Q^Q^ 
mit F zusammenfällt. Die Dreiecke PjQ^Q^, PjQiQa sind perspek- 
tivisch, da die Verbindungslinien entsprechender Ecken sich in K 
schneiden. Da P.Q^ und P^Q, durch G, P,Q, und P^Q, durch H 
laufen, so liegt also der Schnittpunkt X von QjQj und QgQ^ auf 
der Eulerschen Geraden. Nun ist Q.QaQsQ* ein vollständiges Vier- 
eck mit den Diagonalpunkten 0, K, X; mithin sind Qj, X, Qg, I 
(Schnittpunkt von Q^Q^ und OK) vier harmonische Punkte. Pro- 
iziert man dieselben von Pg aus auf OH, so ergiebt sich die Be- 
hauptung. 

§ 56. Korrelationen merkwürdiger Punkte in der 

Brocardschen Figur. 
1. Wählt man in dem folgenden Verzeichnisse aus der zweiten 
Keihe zwei beliebige Parameter tp', tp" aus und dazu aus der ersten 
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Reihe einen Parameter y, so dass der Gleichung 

Genüge geschieht, so liegen die drei zugehörigen Punkte gemäss 
§ 55 in einer Geraden. 

0;— 90°, Z:— 90°+a), S:— o), K:0, D':a), N':90°— o), 

H:— 90^ Z':— 90^+0), S':—a), G:0, D : co, N:90°— co. 

Hiernach erhalt man folgende Tabelle von Punkttriaden, die jedes- 
mal auf einer Geraden vereinigt liegen (Br): 

1) HZ'S 6) Z'S'O 11) S'DK 

2) HS'Z (§ 26) 7) Z'GN'(GZ' || OK) 12) S'N(f' **) 

3) H60 (Euler) 8) Z'Do*) 13) GDS (§ 46) 

4) HDN' (§ 50) 9) Z'NK 14) GNZ (§ 50) 

5) HND' (§ 50) 10) S'GD' 15) DNO (§ 50) 
*) ist der Spiegelpunkt von bezüglich QQ' (Parameter: 

90«— 2«)). 

**) d' ist der Spiegelpunkt von D' bezüglich S2ß' (Parameter: 
— 90^-h2a)). 

2. a. SS' geht durch E (§ 47, 7) (Br). 

Denn die Dreiecke DOS, D'HS' sind perspektivisch, da ent- 
sprechende Seiten sich in den Punkten N, G, Z schneiden. 

b. SS' geht durch R (Sl); S, S', E, R sind vier harmonische 
Punkte (F). 

Beweis. Für die Verhältnisse, in welchen die Seiten des ADOK 
durch die Punkte R, S', S geteilt werden, hat man 



DR : OR = 4sina)' : 1, OS : KS = cosco' : sin 



«>^ 



Daraus die erste Behauptung mit Hülfe der XJmkehrung des Me- 
nelaus. — Projiziert man H, F, G, von N aus auf GD' und die 
so gewonnenen Punkte von aus auf RS, so ergiebt sich die 
zweite Behauptung. 

c. ZZ', GK, SS' schneiden sich in einem Punkte Y, de7n har- 
monischen Gefährten von E bezüglich der Strecke SS'. 

Denn die Dreiecke ZGS, Z'KS' sind perspektivisch mit NOD 
als KoUineationsachse. — Die vier harmonischen Strahlen GO, GS, 
6K, GD' schneiden RS in den Punkten E, S, Y, S'. 
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Siebentes Kapitel. 

Gleichbrocardische Dreiecke. 

Einleitung. 

Verlangt man von einem Dreiecke, dass es mit einem gege- 
benen A ABC denselben Brocardschen Winkel habe, so ist es da- 
durch einer bestimmten Bedingung hinsichtlich seiner Form unter- 
worfen. Im gegenwärtigen Kapitel wird gezeigt, dass u. a. alle 
Dreiecke, deren Ecken die Seiten des A ABC fortlaufend in glei- 
chem Verhältnisse teilen, dieser Bedingung entsprechen. Errichtet 
man ferner auf einem A ABC als Grundfläche ein gerades Prisma 
und konstruiert — was immer möglich ist — eine Ebene, welche 
das Prisma in einem gleichseitigen Dreiecke schneidet, so geben alle 
gleichseitigen Dreiecke dieser Ebene mit ihren senkrechten Projek- 
tionen auf die Ebene ABC alle dem A ABC gleichbrocardischen 
Dreiecke. Die Beantwortung der Frage nach den einem Dreieck 
gleichbrocardischen Fusspunktendreiecken führt zu einer neuen be- 
merkenswerten Ortseigenschaft des Brocardschen Kreises. 

§57. Die Winkel an den Mittellinien. 
1. Die Kotangente eines der Teile, in welche ein Dreiecks- 
winkel durch die der Gegenseite zuge- 
ordnete Mittellinie zerfällt, ist gleich 
einer dreigliedrigen Summe, an wel- 
cher die Kotangente des geteilten Drei- 
eckswinkels doppelt, die des benach- 
harten einfach beteiligt ist. Führt man 
^a (Fig. 38) die Bezeichnungen ein: 

^ ida, c) = «,, Z (ffö, a) = /?,, Z (ffc, *) = yi, 
^ (ffa, *) = «3, ^ (gb, c) = ß^, Z (ffc, «) = /a , 
so ist 

cot«, = 2cota+cot/9, cotj^, = 2cot/9-|-coty, coty^ = 2coty-+-cota, 

cota3 = 2cota+coty, cot/^^ = 2cot/9-f-cota, coty2 = 2coty+cotj9. 

Bewäs. sin«! :sin|9 = BGa:AGa, sina, : siny = CG« : AG, 




a? 
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sinöj : sin«, = siny : sin/5, 

sin(a — «,) siny sin(a+ß) 

sinasincei »iaasin/? siaasinj? 

cot«, — cota = cota-hcot/5. 

2. a. cot/Jg-hcot/i = cot/j+cot«! = cota^-hcot/?, 

= 2cotto 

b. cotori+cotj^j+coty, = cota^-hcotß^-hcoty, 

= 3 cot CO. 



CJ). 



3. Die Kotangente eines der Teile, in welche ein Dreiecks- 
winkel durch die der Gegenseite zugeordnete Mittellinie zerfällt, 
ist gleich einer dreigliedrigen Summe, an welcher die Kotangente 
des benachbarten Mittelliuienwinkels einfach, die des abgewandten 
doppelt beteiligt ist. Bezeichnet man die Supplemente der Winkel, 
unter denen die Seiten a, 6, c vom Schwerpunkte aus erscheinen, 
mit «0, i?o, Yoi so ist 

cot«! = cot/5o+2cotyo, cot/?, = cot}'o+2cotao, coty, = cotao+2cot/5o, 
cotttg = cotyo+2cotjSQ , cot/J^ = cotao+2cotyo , coty^ = cot/5o+2cotao . 
Beweis, sin«! : sniß^ = GG^ : AG^, sin/?, : sina^ = GGj. : BG,., 
sin/5j : sina^ = sina^, : sinßQ , 
sin(y,— gj ^ sine, ^ sin(/9,+yJ 
sinyosina, sin/^oSin/o sin/S^^sinyo 

cottti— coty^, = cotyo+cotj^o. 
4. a. cotßo = 1(2 cot /? 4- 2 coty — cota), 

cot/9^ = |(2coty+2cota— cot/5), (J). 
coty^j = ^(2cota+2cot/9 — coty). 

b. cota+cota^j = cotj?+cot/9o = coty+coty^ 

= f cotco (Tu). 

c. cottto+cotj^o-hcotyo = cota+cot/5+coty 

= cot CO (R). 
Erster Beweis, Aus 3 erhält man 
cot/5,4-cotyj — cotttj = 3cotao, 
aus 1 cotjSj+cotyi — cota, = 2cotjS+2coty — cota. 



120 



§ 58. Varianten. 



Zweiter Beweis, Zieht man (Fig. 38) durch G« die Parallele 
zu BG bis zum Schnitte mit CG in F, so entsteht das A FGG« mit 
den Winkeln a^, ß^, y^, den Seiten ^g^, ig^, \g^ und dem Inhalte 
i^A. Aus diesem Dreiecke ergiebt sich 



folglich 




12A 



cota+cota^ 



a'-\^b'-hc' 



6A 

= f COtO). 

Dritter Beweis, Schneidet (Fig. 39) 
AG den Umkreis in G' und verbindet 
man G' mit B, so ist im A BOG' 
ZG' = y, AG = y^. Fällt man 
daher BJ _L AG', so ist 

. ^ . GG' GG'.gr, 



Nun ist 
GG'. 



Andrerseits i§t BJ.g^= A; also wird coty-f-coty^ = l^cotco. 

Anm. Die Beziehung c kann dahin ausgesprochen werden, dass ein Drei- 
eck und sein Mittelliniendreieck den Brocardschen Winkel gemeinsam haben. 
Dreiecke von dieser Eigenschaft heissen gleichhrocardisch (symbrocardal). 



§ 58. Varianten. 

1. Die sechs Teile, in welche die Dreieckswinkel durch die 
Mittellinien zerfallen, lassen sich in mannigfacher Art in Gruppen 
von je zweien zusammenstellen, wo dann die Kombinationen je- 
desmal wieder Winkel eines Dreiecks sind. Als erste Anordnung 
möge diejenige des vorigen § bezeichnet werden: 

1) «2+«i, Ä+A, Xa+yi- 

Eine zweite ergiebt sich durch das Fusspunktendreieck G^GöGc As 
Schwerpunktes: 

2) A-Hyi, y^-h«,, 0,+/?,, 
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eine dritte durch das A G'aG'ßG'y, dessen Ecken die Schnittpunkte 
der Mittellinien mit dem Umkreise sind: 

3) yi+ft, «,+y„ ß^+ct,. 

Wie man sieht, sind die Dreiecke unter 2) und 3) — A, und A, 
— ähnlich; femer hat G in dem einen Dreiecke diejenige Bedeu- 
tung, welche der Gegenpunkt von G in dem anderen Dreiecke hat, 

2. Zwischen dem Brocardschen Winkel co' der Dreiecke A,, 
Aj und dem Brocardschen Winkel co des Grunddreiecks besteht die 
Beziehung 

8in(2o)-f-o)') = 28ina)'. 

Beweis, 

cotco' = 2cot(/3,+y,) = lcoi(ß'^Y — «o) = — 2cot(a-4-ao) 

y 1 — cotacota^ 3 — Scotacotöo 3 — 2+^cota)' 

cota-f-cotttj) cota-hcotaQ fcotco 

_ 3+cotü)' 
2cota) ' 

cosco' 38ina)'+cosa)' 2 — cos2a) 



sinco' 2sina)C0sa> sin2a) 

Zusatz 1, In Verbindung mit § 10 folgert man: Der doppelte 
Brocardsche Winkel des Gmnddreiecks ist die untere Grenze der 
Winkel der Dreiecke A,, A,. 

Zusatz 2. Aj, Aj sind ähnlich einem Dreieckcy dessen Seiten 
den Gegenmittellinien parallel laufen (s. Fig. 40). 

3. Vertauscht man in der Anordnung 1) bei jeder Summe 
die Reihenfolge der Bestandteile: 

4) «,+«,, A-Hft, Yi+y,, 

so ändert sich das Dreieck selbst nicht; dagegen tritt an die Stelle 
von G als Schnittpunkt der Scheitellinien der Grebesche Punkt K. 
Für dessen Fusspunktendreieck KaKe,Kc hat man: 

5) ßi+Y2^ yi+«2. «1+A 

und für das AKaKJ^KJ,, dessen Ecken die Schnittpunkte der Gegen- 
mittellinien mit der Peripherie des Umkreises sind: 

6) Y,-hß,, a,+y,, ß,+a,,. 

Hinwiederum sind die Dreiecke Aj, A^ ähnlich; femer hat K in 
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dem einen Dreiecke diejenige BedetUunfff welche der Gegenpunkt von 
K in dem anderen Dreiecke hat. 

4. Die Dreiecke Aj und Ag sind dem ürdreiecke gleichbro- 
cardisch. Denn sie sind dem Mittelliniendreiecke ähnlich, da 

ist. 

5. Von dem Drei- 
ecke A5 ist bekannt 
(§19, 2), dass der 
Grebesche Punkt 
des ürdreiecks sein 
Schwerpunkt ist. 
Dies führt zu der 
merkwürdigen Er- 
kenntnis, dass K der 
Grebesche Punkt des 
Dreiecks Ag sein 
muss. Es haben da- 
her AABC und 
^Wa^^'ß^ydenare- 
besehen Punkt ge- 
meinsam; femefr 
fallen ents/prechende 
Gegenmittellinien dieser Dreiecke in dieselbe Gerade (cosymmMian 
tiHangles — Cy). Mehr noch, da die Dreiecke auch den Umkreis 
und den Brocardschen Winkel gemeinsam hohen, so haben sie awih 
gemeinschaftlich: die Brocardschen Punkte, deren FicsspunktenkreiSy 
den Brocardschen Kreis, die Lemoinsschen und die Tuckersclien Kreise. 
Eine Sonderstellung nimmt der Taylorsche Kreis ein; der Taylor- 
sche Kreis des A ABC ist zwar ebenfalls ein Tuckerscher Kreis 
des KaKjgKy und zwar derjenige, der demselben Einschreibungs- 
winkel ^ entspricht; er ist aber nicht zugleich Taylorscher Kreis 
dieses Dreiecks, da dessen Radius nicht von r und 00 allein, son- 
dern von r und den einzelnen Dreieckswinkeln abhängt. 

6. Da die Fusspunkte der Lote von fi, fi' auf AB, Kj^KJ, auf 
einem Kreise liegen, so ergiebt sich, wenn V den Schnittpunkt der 
genannten Seiten bezeichnet, aus ungleichwendig ähnlichen Vier- 
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ecken: Z- ßVB = Q'VKJ^; es sind also Q, Q! Winkelgegenpunkte in 
Bezug auf das von den Seiten der Dreiecke A, Ag umschlossene 
Sechseck (Cy). Die Hauptdiagonalen dieses Sechsecks schneiden ein- 
ander in K, wie durch Anwendung des Pascalschen Satzes auf 
Sechseck ABCEyK^K« und die zyklisch verwandten bewiesen wird. 
Der Aussenwinkel bei V ist den Winkeln gleich, unter welchen die 
ihm zugehörigen Bogen AK^ von Q und BKJ. von Q! aus gesehen 
werden. Denn Z QAV = ÖKj^V = to, also AVQK^ ein Kreisvier- 
eck etc. 

Anm, A KJ^KJ^K' ist nicht das einzige Dreieck, welches mit ABC den 
Umkreis und die ßrocardschen Punkte gemeinsam hat; es existiert vielmehr 
eine Schar unzählig vieler dem A ABC kohrocardaler Dreiecke; das Studium 
derselben (Ab, Ss) setzt die Bekanntschaft mit der Theorie der Kegelschnitte 



§ 59. Verallgemeinerungen; um- und eingeschriebene 

Dreiecke. 
Die Seiten eines A ABC seien durch die Punkte D, E, F in 
gleicher Reihenfolge in demselben Verhältnisse geteilt, so dass 

BD : DC = CE : EA = AF : FB = m : 7i; 

innere und äussere Tei- p. ^^ 

lung seien durch einen 
positiven bezw. negativen 
Wert des Verhältnisses 
m:n unterschieden. Fer- 
ner sei bei innerer Tei- 
lung 

ZBAD = A,, 

ZCBE =B,, 

ZACF =Cj, 

ZDAC=A„ 
. Z EBA = B,, 

ZFCB =0, 

gesetzt, während bei äusserer Teilung diejenigen Teilwinkel negativ 
darzustellen sind, welche ganz aus dem Dreieck herausfallen. (Liegt 
z. B. D auf der Verlängerung von BC, so ist Z BAD mit A,, 
Z DAC mit — Ag zu bezeichnen.) 
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Unter diesen Festsetzungen treten an die Stelle der Formeln 
des § 57 die folgenden allgemeineren. 

1. TwcotAj = (w+w)cota+wcot/5, 
wcotB, = (7n+n)coiß+ncoty, 
wcotCi = (w-hw)coty-|-ncota; 
ncotAj = (n+w)cota-hwcoty, 
ncotBj = (n4-w)cot/5+mcota, 
wcotC, = (7i-|-w)coty-f-mcotjJ. 

In derselben Art zu beweisen wie die entsprechenden Formeln 
des § 57. 

2. a. wcotBj+TwcotCi = ncotCj+wcotAj = ncotA^+TncotB, 

= (w*+w)cotw. 
b. w(cotAj+cotB,-4-cotC,) = (w-4-2w)cotcci, 

^(cotAg-l-cotBj+cotCj) = (7i+2w)cotw (Ar). 
Bezeichnet man, um die Verallgemeinerungen der Formeln 3 und 
4 des § 57 zu erhalten, den Schnittpunkt von BE und CF mit A^, 
den von CF und AD mit B^, endlich den von AD und BE mit 
Cq, so ist zunächst 

A A^CA : A^BC : A,AB = m':mn: n\ 
A B,AB : B,CA : B^BC =m^\mn\ n\ 
A C,BC : C,AB : C,CA = m' : mn : w'; 
die Punkte A^, B^^, C^^ bilden also eine isobarische Gruppe (§ 43, 4) 
hesondei'er Art Da die in einer Zeile stehenden Dreiecke sich zu 
A ergänzen, so sind die jedesmal untereinanderstehenden Dreiecke 
gleich, und es verhält sich ferner 

DC, : DB, : DA = EA, : EC, : EB = FB, : FA^ : FC 
= m^ :n^ : rn^-k-mn-^-n*, 

3. ?wcotAj = 7icotBo+(w+w)cotCjj, 
wcotBj = wcotCQ+(w-hw)cotAo, 
wicotC, = wcotAQ+(n+w)cotBj,; 
wcotAj = wcotC^j+(?»7-|-n)cotB,, 
wcotB, = 77icotA<,-h(w-|-w)cotCo, 
wcotCj =: ?wcotBo+(w+n)cotA^,. 

Beweis, sin A, : sinB^ = FB^ : AF, sinB^ : sinA, = A^F : FB; 

• T> • A ^mk^ AqF AF 

sxnB,:smA,=^^.-pA_.^^. 
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Da A^F : FB^ = n^ : m^ AF : FB = w : w, so wird 

sin Bj : sin A^ = wsin A^ : wsinB^, , 

^ sin(C,— A,) ^ ^ sinA, ^ ^ sin(B,+CJ 
sinC^sinA, sin B^^ sin C^ sin B^^ sin C^ ' 

mcotA, — wcotCo = wcotCjj+ncotB^. 
4. a. (m*+wn+n^)cotA(, = m(m-i'n)cotß+n(n-^m)coty 

— mwcota, 
(w'-f-ww+w')cotBo = m(m-\-n)coty-hn(n+m)cota 

— mn cot ß, 
(m'+ww-+-w')cotC^ = m(m'^n)coia-hn(n+m)coiß 

— wiwcoty. 

b. (w^+ww+w^)(cota-hcotAJ = (w'+n^)cota 

+(w*4-ww)cot/J+(mw+n')coty. 

c. cotAo+cotBQ+cotC^j = cota+cot/9+coty 

= cot CO (Ar). 
Die Beweise ergeben sich aus den Formeln 1—3. Um a zu er- 
halten, berechne man aus 1 und 3 das Aggregat 7w*cotB,-hwwcotC, 

— w'cotAg. c ergiebt sich am einfachsten, wenn man den Wert 
von wcotBg+TwcotCi aus 3 mit 2 a vergleicht. 

Die Formel 4 c zeigt, dass 

1) A AßB^C^ dem Ghninddreiecke gleichhrocardisch ist — Da 
ferner homologe Seiten des A A^BoCq und des aus den Scheitel- 
linien AD, BE, CF gebildeten Dreiecks in dem konstanten Ver- 
hältnisse m^ — ri^ : m^-|-?wn+n' stehen, so sind die beiden Dreiecke 
ähnlich und folglich 

2) A(AD, BE, CF) ebenfalls gleichhrocardisch dem A ABC 
(Ar); 

3) ist auch noch das von den Verbindungslinien der Teilpunkte 
D, E, F umschlossene Dreieck dem Urdreiecke gleichhrocardisch (N). 
Denn A ABC ist dem A A^jB^C^ in der Weise eingeschrieben, dass 
dessen Seiten in gleicher Reihenfolge in demselben Verhältnisse 
geteilt sind; in derselben Beziehung steht aber ADEF zu A ABC. 

— Zur Schar DEF gehört auch die Form des Mittelliniendreiecks 
{m:n = i oder = 2). 
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§ 60. Orthügonalprojektion gleichseitiger Dreiecke. 

1. Alle gleichseitigen Dreiecke einer Ebene liefern durch senk- 
rechte Projektion auf eine zweite Ebene lauter gleichbrocardische 
Dreiecke (Ar). 

Beweis. Es seien 21956, 8l'39'6' zwei beliebige gleichseitige 
gleichwendig bezeichnete Dreiecke der ersten Ebene, ABC, A'B'C 
ihre Projektionen auf die zweite Ebene. Man bringe A 8l'33'G' 
ohne Richtungsänderung seiner Seiten in die Lage Sl"33"(S", deren 
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte ® des A 21336 zusammenfallt. 
Es sind dann 21", 33", 6" homologe Punkte bezüglich der Seiten 
des A 21336, und die homologen Geraden 21"®, 33"®, 6"® treffen 
bezw. 336, 621, 2133 in homologen Punkten 2), 6, 5, also dass 
A S)Q% gleichseitig und in Ähnlichkeitslage zu 2l"33"6" und 
2l'33'6' ist. Ferner teilen 2), 6, % die Seiten des A 21336 fort- 
laufend in gleichem Verhältnisse. Da diese Eigenschaft durch Pro- 
jektion erhalten bleibt, so kommt sie auch den Projektionen D, 
E, F bezüglich des A ABC zu. Nach §59, 3) ist nun A DEF 
dem AABC gleichbrocardisch. Da aber gleichseitige Dreiecke mit 
parallelen Seiten formgleiche Projektionen ergeben, so sind auch 
die Dreiecke ABC, A'B'C gleichbrocardisch. 

2. a. Um welchen Winkel ist ein gleichseitiges Dreieck in 
seiner Ebene zu drehen, damit die Projektionen der ersten und 
zweiten Lage auf eine beliebige Ebene zwei Dreiecke von der Be- 
ziehung ergeben, dass das eine dem Mittelliniendreieck des anderen 
ähnlich ist? 

Aufl. Teilt man die Seiten des gleichseitigen A 8336 in 2), 
6, % fortlaufend im Verhältnisse 1 : 2 und projiziert die Figur auf 
eine beliebige Ebene, so ist von den Dreiecken ABC, DEF ein 
jedes dem Mittelliniendreieck des anderen ähnlich. Der Drehungs- 
winkel beträgt mithin 30°. 

b. Welche Stellung ist einem gleichseitigen Dreieck in der 
ersten Ebene gegen die Schnittlinie beider Ebenen zu erteilen, da- 
mit die Projektion auf die zweite Ebene ein Dreieck ergebe, das 
seinem Mittelliniendreieck ähnlich ist (§ 8, 5)? 

Aufl. Eine Drehung des gleichseitigen Dreiecks in seiner 
Ebene um 30*^ darf in der Projektionsfigur keine Gestaltsverände- 
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rung herbeiführen. Dies wird der Fall sein, wenn das Lot von 
einer Ecke des gleichseitigen Dreiecks auf die Schnittlinie mit der 
entsprechenden Höhe einen Winkel von 15°, oder auch, wenn eine 
Seite mit der Schnittlinie einen Winkel von 45° bildet. 

3. 31336, Sl,33i6i seien zwei einer Ebene angehörende gleich- 
seitige Dreiecke gleichen Mittelpunktes und gleichen Drehungs- 
sinnes; ABC, AiB,C, seien ihre Projektionen auf eine zweite Ebene. 
Die Punkte 31,, 39,, 6, haben in Bezug auf A 81336 Arealkoordi- 
naten, die durch zyklische Verwechslung auseinander hervorgehen; 
da sich dieser Sachverhalt durch Orthogonalprojektion nicht ändert, 
so bilden die Punkte A,, B,, C, eine isobaHsche Gruppe allgemeiner 
Art bezüglich des A ABC. Erwägt man die Beziehungen der Drei- 
ecke 31336, 81,33,6,, so ergiebt sich Folgendes: 

Bilden A^, B,, C, eine isobaHsche Gi^ppe in Bezug auf A ABC, 
so ist 1) AA,B,C, dem A ABC gleichbrocardisch; dasselbe gilt 
2) von den Dreiecken, deren Seiten AA,, BB^, CC^; AB,; . . .; ... 
sind und 3) von den Dreiecken, die von den letztgenannten Geraden 
umschlossen werden (N). 

Anm. Man hat hier die Erweiterung der Sätze des § 59. Zu bemerken 
ist, dass die Punkte A,, Bi, Ci als Schnittpunkte der Seiten zweier Dreiecke 
der Schar AoBoCo (§ 59) aufgefasst werden können. Die Zahl der gleichbro- 
cardischen Dreiecke erweitert sich beträchtlich, wenn eine weitere isobarische 
Gruppe A2, B2, Ca hinzugenommen wird. Beispiele: §40, 3; §46, 1. 

4. Aus 1 folgt, dass der Brocardsche Winkel des A ABC nur 
von dem Winkel ifj der beiden Ebenen abhängen kann. Bezeichnet 
man die Seiten des A 81336 mit a, die des A ABC mit a, b, c, 
so ist 

a^ = a*+ca3B— 6C)' = 6^-h(6C— 31A)' = c^-h(aA~33B)^ 

3a*-2(a'+P+c')a' 

+(2bV+2cW+2a'P—a'—b'—c') = 0, 
3a*— 2(a'4-ft'+cOa'+16A^ = 0. 
Ersetzt man in dieser Gleichung A durch ^J^a^yä.cost// und a^ + 
b^+c^ durch a*j/3.cpsi//cota), so wird 

(^) (cosi//-i-secV/)V'3 = 2cotco (Ar, N). 
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Diese Gleichuog bestimmt den Brocardschen Winkel des AABC 
durch xp. Umgekehrt ist (man beachte, dass cotw ^ j/S ist) 

(0 cos 1/; . y 3 = cot CO — l/coto)' — 3, 
woraus zu ersehen, dass alle gleichbrocardiachen Dreiecke einer Ebene 
durch eine unter demselben konstanten Winkel \p geführte Konter- 
Projektion in gleichseitige Dreiecke verwandelt werden können. 
5. Die Gleichung (j) in Verbindung mit 

ia'V3.cosi/; = A 

ergiebt 

a' = fA(coto)-f-l/cotco'— 3), 

(x) a = V|A(cota)+l/3)+VfA^Ccota)— 1/3). 

Um also ein gerades dreiseitigeB Prisma in einem gleichseitigen 
Dreieck zu schneiden, beschreibe man um diejenige Ecke der 
Grundfläche ABC, an welcher der grösste Winkel liegt, eine Kugel 
mit dem Radius a; dieselbe triiFt die in den anderen Ecken auf 
der Ebene des Dreiecks errichteten Lote in zwei Punkten diesseits 
und zwei Punkten jenseits. Die durch jedes dieser Punktepaare 
und den Kugelmittelpunkt bestimmte Ebene entspricht der For- 
derung; beide Ebenen liegen symmetrisch zur Ebene ABC. 

Bei der Konstruktion von a kann man die Bemerkung nützen, 
da^s die beiden Summanden in (x) die Seiten der Zentralendreiecke 
Aq, Aq' der die Punkte Q, Q' erzeugenden Kreise sind*) Bei den 
Bezeichnungen in § 52, 2 b ist nämlich 

AAJ = b'+c'^2bccos(a±60'); 
mit § 2(b) ergiebt sich dann 

AAJ = 2A(cot£ü±l/3), 

also beiläufig /w das Minimum 2AQ der Wert y2A(cota)+y3); 
ferner BjCJ = f A(cota)±]/3). 

Anm. Für eine eingehende Behandlung dieser und allgemeinerer Fragen 
sei auf Neuhergs jüngste Schrift: Sur les projections et contre-projections d^un 
triangle fixe, et sur te Systeme de trois figures directement semblables (Lüttich, 
Nierstrasz, 1890) verwiesen. Neben sorglichster Angabe der Litteratur findet 
man in diesem Buche viele neue Ideen niedergelegt. Auf S. V bringt der 



*) Lionnet, N. A. 1869, S. 528. 
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Autor den bereits 1874 (N. 0. 1874, S. 111—116) von ihm gefundenen Satz: 
Die Umkreismittelpunkte ähnlicher (in No. 4 unseres § 42 näher bezeichneter) 
Aufsatzdreiecke bilden ein den letzteren ähnliches Dreieck A j ; dasselbe gilt von 
dem Dreiecke A2, dessen Ecken die Spiegelpunkte der Ecken von Aj bezüglich 
der entsprechenden Seiten des A ABC sind. Ferner sind die Summen entspre- 
chender Seiten der Dreiecke Aj, Aj Seiten eines den Aufsatzdreiecken ähnlichen 
Dreiecks f welches durch Orthogonalprojektion in A ABC verwandelt werden kann. 
Diese letztere Eigenschaft fuhrt zur Auflösung der Aufgabe: Ein gerades drei- 
seitiges Prisma unter einem Dreieck von vorgeschriebener Öestalt zu schneiden. 

§ 61. Die Gesamtheit der einem AABC eingeschriebenen 
und ihm gleichbrocardischen Dreiecke. 

1 . Die dem A ABC gleichwendigen Dreiecke DEF, deren Ecken 
die Seiten des A ABC fortlaufend in gleichem Verhältnisse teilen 
(§ 59, Satz 3), repräsentieren alle gestaltlich verschiedenen dem 
A ABC gleichbrocardischen Dreiecke. 

Beweis. Wir zeigen, dass irgend ein dem A ABC gleichbrocar- 
disches und gleichwendiges A A'B'C einem Dreiecke der Schar DEF 
ähnlich ist. Man verwandle zu dem Ende die Dreiecke ABC, A'B'C' 
durch Konterprojektion in gleichseitige Dreiecke S133G, 2l'33'6', fälle 
von einem Punkte der Schnittlinie ihrer Ebenen E, E' ein Lot auf 
die Ebene ABC, drehe E' um dieses Lot bis zum Zusammenfallen mit 
E (§ 60, 4) und unterwerfe dann A 3l'33'6' den im Beweise von 
§ 60, 1 angegebenen Verwandlungen. 



2. Alle dem ADEF 
gleichwendig ähnlichen 
und dem A ABC in der- 
selben Art eingeschriebe- 
nen Dreiecke*) haben 
einen gemeinsamen Dop- 
pelpunkt 

Beweis. Man be- 
schreibe (Fig. 42) um 
ABDF und CDE Kreise, 
welche sich in P schnei- 
den mögen. Es ist dann 
ZBPC = BPD + CPD 



Fig. 42. 




*) so dass Z. D an BC, zl E an CA, Z. F an AB liegt. 

Emmerich, die Brocardschen Gebilde. 
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= BFD+CED = «-+-!); analog ZCPA = /9+E, ZAPB = y+F. 
Also ist P ein fester Punkt des A ABC. Derselbe ist in der That 
Doppelpunkt der in Rede stehenden Dreiecke, da 

ZEPF = 2R— a, FPD = 2R— /9, DPE = 2R— y. 
Zusatz, Durch Drehung des Büschels P(D, E, F) ergeben sich 
auf den Seiten des A ABC die Ecken alW dem A DEF gleich- 
wendig ähnlichen und dem A ABC in derselben Art eingeschobenen 
Dreiecke. 

3. Der OH des Doppelpunktes P ist dei' Brocardsche Kreis, 
Beweis, Aus Kreis Vierecken folgt, dass DP, EP, FP homo- 
loge Gerade sind; § 45, 1. 

4. Versteht man unter einem Brocardschen Büschel ein System 
dreier sich in einem Punkte schneidenden Geraden d, ^,/, so dass 
bei normaler Drehangsrichtung 

Z {e, f) = 2R— a, Z (/, d) = 2R— j5, Z (d, ^ = 2R— y 

ist, so stellen sich die gewonnenen Ergebnisse also dar: 

Stellt man den Scheitel eines Brocardschen Büschels na^ch und 
nach in die verschiedenen Punkte des Brocardschen Kreises und er- 
teilt dann dem, Büschel alle möglichen Lagen um seinen Scheitel, 
so ergeben sich auf den Seiten des A ABC die Ecken aller dem- 
selben eingeschriebenen gleichwendig gleichbrocardischen Dreiecke (N). 
Insbesondere ist also der Brocardsche Kreis der Ort aller Punkte, 
deren Fusspunktendreiecke dem A ABC gleichwendig gleichbrocardisch 
sind (Se). 

5. Zwei Punkte P, P', welche einen Urrdcreisdurchmesser har- 
monisch teilen y bes'itzen ungleichwendig ähnliche Fusspunkteiulrei- 
ecke (K). 

Beweis, Zunächst beachte man, dass das Fusspunktendreieck 
eines Punktes dem Grunddreiecke gleich- oder ungleichwendig ist, 
je nachdem derselbe innerhalb oder ausserhalb des Umkreises ge- 
legen ist. Sind nun DEF, D'E'F' die Fusspunktendreiecke von P, 
P', so hat man 

PA : P'A = PB : P'B = PC : P'C, 
PA P^A _ PB P^B ^ PC P^C 
sina * sin« sin/9 ' muß siny * siny ' 

EF : E'F = FD ; F'D' = DE : D'E'. 
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6. Bedenkt man, dass sich aus dem Brocardschen Kreise durch 
Inversion die Umkreispolare von K ergiebt, so kann aus No. 4 und 
5 gefolgert werden: 

Stellt man den Scheitel eines Brocardschen Büschels nach und 
nach in die verschiedenen Punkte da* Umkreispolare des Grebeschen 
Punktes und erteilt dann dem Büschel alle möglichen Lagen um seinen 
Scheitely so ergeben sich auf den Seiten des A ABC die Ecken aller 
demselben eingeschriebenen ungleichwendig gUichbrocardischen Dreiecke. 
Insbesondere ist die Umkreispolare von K der Ort aller Punkte, deren 
Fusspunktendreiecke dem A ABC ungleichwendig gleichbrocardisch 
sind (Se). 



Achtes Kapitel. 

Die Neubergschen und die McCayschen Kreise. 

Einleitung. 

Unter den gleichbrocardischen Dreiecken einer Ebene bilden 
diejenigen eine einfache Gruppe, welche zwei Ecken, also die 
Grundlinie, gemeinsam haben. Als Ort der Spitze ergiebt sich ein 
Kreis, und wenn man nacheinander jede Seite des A ABC als ge- 
geben betrachtet, ergeben sich drei Ortskreise, welche als Neuberg- 
sche Kreise bezeichnet werden. Die Mittelpunkte N«, N&, Ne dieser 
Kreise sind die Schnittpunkte der Mittellote der Seiten mit den 
Scheitellinien des Tarryschen Punktes; die Grösse derselben ergiebt 
sich aus dem Umstände, dass z. B. die Tangenten von B und C 
an den Kreis N« gleich BC sind. In der Theorie der ähnlichen 
Figuren spielen unsere Kreise insofern eine Rolle, als sie die Örter 
homologer Punkte J«, Jö, Je sind, deren Verbindungslinien mit den 
entsprechenden Ecken des A ABC einander parallel laufen. An 
diese Eigenschaft der Neubergschen Kreise lassen sich die McCay- 
schen Kreise anknüpfen. Zieht man nämlich durch den Schwer- 
punkt G des A ABC eine Parallele zu den Parallelen AJ«, BJ^, 

9* 



132 



§ G2. Neubergs Aufgabe. 



CJc, SO erhält man auf den Geraden JaO«, JtOö, JcOc drei homo- 
loge in gerader Linie gelegene Punkte Sa, Sa, S^. Die Örter dieser 
Punkte sind dann Kreise von leicht zu bestimmender Lage und 
Grösse; sie werden als die McCayschen Kreise des A ABC be- 
zeichnet. Mit ihnen stehen wieder andere Kreise im Zusammen- 
hange, welche sich ergeben, wenn man die Punkte J«, ii, Je an- 
deren Bedingungen unterwirft. 

§ 62. Neubergs Aufgabe. 
Welches ist der Ort der Spitze eines Dreiecks, dessen Gruiul- 
linie und Brocardscher Winkel gegeben sind (N)? 

Fig. 43. ' 1(Eh). Wird (Fig. 43) 

^i9a^ K) = ^ gesetzt, 
so kann die Beziehung 
a'-h6'-+-^' = 4Acotw 

in die Form gebracht wer- 
den 

= 2a^cosAcota), 
<7^ — 2^^.^«cota)COS/ 
= -ia\ 
Giebt * man dieser Glei- 
chung die Gestalt des 
Kosinussatzes 
gl'^u'—2g^uco^X=v\ 
so erhält man 
ti = ^i^acoto), 




V = ^aycotco* — 3. 
Da u und v konstant sind, 
so muss es also einen Punkt P, senkrecht unter der veränderlichen 
Spitze A gelegen, geben, so dass PA = w, OaP = « ihre Grösse 
unverändert beibehalten. Daher beschreibt P einen Kreis um 0« 
mit dem Halbmesser ^aycotcü'^ — 3, und A beschreibt einen kon- 
gruenten Kreis, dessen Mittelpunkt auf dem Mittellote von BC so 
liegt, dass O^X« = l«cota>, also Z. BX^C = 2co ist. 



§ 63. Eigenschaften des Kreises N«. 
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Fig. 44. 



Es sind hierbei nur diejenigen Dreiecke in Betracht gezogen, 
welche auf der einen Seite der Grundlinie liegen. Der vollständige 
Ort setzt sich aus zwei gleichen Kreisen zusammen, die symme- 
trisch gegen die gemeinsame Grundlinie gelegen sind. 

2 (Andere Lösung, Ar). Man 
errichte (Fig. 44) über BC den Kreis- 
bogen mit dem Peripheriewinkel co, 
da die Spitzen der in Rede stehenden 
Dreiecke zu diesem Bogen in einer 

gesetzmässigen Beziehung stehen 
müssen. Sodann verlängere man 
BA bis zum Schnitte mit der Peri- 
pherie in Y und ziehe YC und Aö^ 
(11 YC). Dann verhält sich 

c : AY = Bß« : CO« = c' : a' (§ 2), 

also ist AY.AB = a\ 

Die Potenz des Punktes A bezüglich 
des Kreises um N« mit dem Halb- 
messer NflB ist also konstant. Dem- 
nach ist der Ort des Punktes* A ein jenem Kreise konzentrischer 
Kreis, dessen Radius NoA aus der Beziehung N^B* — NaA^ = a^ 
berechnet werden kann. 

3. Die Punkte N«, Nt, Nc sind identisch mit den Spitzen 
Ag , B3 , C3 ffleichschenkliger über den Seiten des A ABC nach innen 
aufgesetzter Dreiecke vom Basiswinkel 90° — co (S. §51, 4 a). Es 
schneiden sich folglich die Radien ANa, BNö, CNc auf der Peri- 
phei'ie des Umkreises im Tarry sehen Punkte; des weiteren schneiden 
sich die Tangenten in A, B, C an die Kreise N^, N^, N^ im Stei- 
nerschen Punkte, dei^ dem Tarry sehen Punkte auf der Periphone 
des Umkreises diametral gegenüberliegt. Nach § 52 sind femer die 
Seiten des ANaN^Nc gleichzeitig senkrecht und proportional zu den 
Geraden AA^, BB„ CC^. 




§ 63. Eigenschaften des Kreises Na. 

1. Verlängert man (Fig. 43) die Seiten BA, CA Iris zum zweiten 
Schnitt mit dem Kreise Na in A^ , A^, so sind die Dreiecke BA,C, 
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CBA', dem A ABC ungleichwendig ähnlich (N). — Folgt daraus, 
dass durch ß oder y und co die Gestalt eines Dreiecks vollständig 
bestimmt ist. 

Um zu einem A A^BC den Kreis N« zu zeichnen, legt man da- 
her an BC in C den Z^ A an, bezeichnet den Punkt, wo der End- 
schenkel des angelegten Winkels die Gerade BA trifft, mit A', und 
errichtet die Mittellote auf AA', und BC. 

Ztisatz, Die Punkte A, , A', sind die Schnittpunkte der die 
Seite BC beehrenden Beikreise des A ABC mit den respective un- 
beteiligten Seiten CA, BA (6b). Da N« durch A, A^, A'^ bestimmt 
ist, so führt diese Bemerkung zu einer von den Brocardschen Ge- 
bilden unabhängigen Definition der Neubergschen Kreise. 

2. Die Tangenten von B und C an den Kreis N« sind gleich 
BC; oder: Der Kreis Na schneidet die Kreise um B und C mit dem 
Halbmesser a rechtwinklig (N). — Folgt aus 1. • 

Um hiernach zu BC und co den Kreis N« zu konstruieren, lege 
man an BC in B 90° — co an, wodurch auf dem Mittellote von BC 
der Mittelpunkt N« gewonnen wird, und ziehe von Na eine Tan- 
gente an den um B mit dem Halbmesser BC beschriebenen Kreis. 

3. Die Berührungspunkte der Tangenten von B(C) an N« lie- 
gen mit C(B) und mit dem höchsten oder tiefsten Punkte des Kreises 
Na in gerader Linie (N). — Folgt aus 1 und 2. 

4. Liegt BC fest und variiert co, so bilden die Kreise N« ein 
Büschel, dessen Punkth^eise die Spitzen der gleichseitigen Dreiecke 
über BC sind, — Dies giebt einen anschaulichen Beweis dafür, 
dass CO ^ 30° ist. 

Sind von einem Dreiecke die Grundlinie a und der Brocard- 
sche Winkel gegeben, so lassen sich mit Hülfe des Kreises N« die 
Grenzen für 6, c, die Höhen, die Mittellinien, r, A leicht angeben. 
Die Diskussion der bezüglichen Formeln führt in allen Fällen auf 
CO ^ 30° zurück. 

5. Es sei na der höchste, n\ der tiefste Punkt des Kreises N«. 
Dann ist Z. BwaC = d^ das Minimum, Z. Bn'aC = 6^ das Maxi- 
mum des Zl A. Die Figur ergiebt in Übereinstimmung mit § 10 

3t ^ 

cot-^ = cotco-f-ycötco^ — 3, cot-^ = cotco — ]/cotco' — 3, 
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Fig. 45. 



Wird Kreis N« von B oder C am unter dem Z.2X gesehen, so ist 

ä^ = 90°— CO— A, 6, = 90°— co+A, 

cosA = 28ina) (N). 

6. Die Punkte des Kreises N« 
können zu je sechs zusammenge- 
fasst werden als die Spitzen von 
ähnlichen Dreiecken mit gemein- 
samer Seite BC. Mit anderen 
Worten: Sind (Fig. 45) A„ A,, 
A3, A^, Aj die Punkte^ wo N« zum 
zweiienmale von den Geraden CA, 
BA^, CAj, BA3, CA^ getroffen 
vrird, so liegen B, A, A^ in einer 
Gei^aden, Einem Kreise, dessen 
Potenzen in Bezu^ auf zwei Punkte 
B und C gleich BC^ sind, lassen 
sich daher unzählig viele Sechsecke 
einschreiben, deinen Seiten abwech- 
selnd durch B und C gehen (N). 

7. Auch die Dreiecke kk^k^^ 
AjAjAj sind den sechs Dreiecken 
der vorigen No. ähnlich. Die Figur 
liefert femer drei gleichschenklige 
Dreiecke, in denen sowohl die 
Basiswinkel als die Winkel an 
den Spitzen sich zu 2R ergänzen. 




§ 64. Beziehungen zur Mittellinie und zum Umkreis- 
zentrum. 

1. Zieht man (Fig. 44) von 0^ eine Sekante durch den Kreis 
Na, welche ihn in A, A' schneidet, so ist von den Dreiecken ABC, 
A'BC ein jedes dem Mittelliniendreiecke des anderen ähnlieh. Dabei 
verhält sich 

BC:CA':A'B=5r^:5r^:5r^ (Ae). 

Beweis, A GFG« (Fig. 38) hat, ohne dem A ABC ähnlich zu 
sein, mit AABC den Brocardschen Winkel gemein, ausserdem 
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den Winkel, den eine Mittellinie mit der zugehörigen Seite bildet: 
Z FQG = CGaA; in derselben Beziehung steht A A'BC zu ABG. 

2. Zieht man von Oa eine Tangente OaU an den Kreis N«, 
so ist A UBC seinem Mittelliniendreiecke ähnlich (Ar). — Folgt 
aus 1. 

Zusatz, OaU ist gleich der Ilölie des gleichseitigen Dreiecks 
über BC. (Vergl. § 8, 5.) 

3. Ist 2 xf) der Winkel, unter welcliem der Kreis N« von 0« aits 
gesehen wird, so ist cosxp = l/3tga) = tgßO^tgo). 

4. Die Entfernungen der Zentren der Neubergschen Kreise 
vom ümkreismittelpunkte verhalten sich wie die Kuben der entspre- 
chenden Seiten (Gb). 

Beweis. Im A NaBO verhält sich NaO : BO = sin(a — co) : sinw, 

aV -^ 

also ist NaO = —r— = 



bc 4A 

. NaO ^ N,0 _^ NeO . . 

0. 1 j 1 = cotü): 

a c 

NaO.N60.NeO = r'; 

ONftNc : ONeNa : ON«Nö = a-^ : b-^ : c-\ 

Es teilen also die Geraden NaO, ... die Seiten NöNc, ... nach 

denselben Verhältnissen, wie die Geraden AD, ... oder AK, ... 

die Seiten des A ABC (Gb). 

§ 65. Der Potenzpunkt der Neubergschen Kreise. 

1. Der Potenzpunkt 9fl dei' Neubergschen Kreise ist der End- 
punkt der Verlängerung von DS um sich selbst (V). 

Beweis. Treffen sich Parallelen durch B zu AC und durch C 
zu AB in Aq, so ist BA^, die Potenzlinie der Kreise N^ und 0; 
denn B hat in Bezug auf beide Kreise die Potenz und die Zen- 
trale NftO steht J_ AC. Ebenso ist CA^, die Potenzlinie der Kreise 
Nc und 0; folglich ist das Lot von A^ auf N^Nc die Potenzlinie 
der Kreise N^, Nc. Jedes Lot auf N^Nc ist aber parallel AD. Es 
ist also die Potenzlinie der Kreise N^, Nc parallel AD, analog die 
Potenzlinie der Kreise N^, N« parallel BD. Hieraus folgt, dass sich 
die Dreiecke A^B^Sfl, ABD in Ähnlichkeitslage befinden. Das Ähn- 
lichkeitsverhältnis wird durch A^B^ : AB = 2:1 gegeben; der Ahn- 
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lichkeitspunkt teilt also die Gerade A^^A im Verhältnisse 2:1, ist 
folglich der Punkt 6. 91 ist demnach der Endpunkt der Verlän- 
gerung von DG ums Doppelte. 

2. Die Potenzlinie des Kreises N« und des Ihtnktes A ist die 
Gerade AR, diejenige des Kreises N« und des Punktes B die Gerade 
Co', endlich diejenige des Kreises N« und des Punktes C die Gerade 
BQ (Gb). 

Beweis. AR ist Tangente in A an Na. — C hat gleiche Po- 
tenzen in Bezug auf B und N«; ferner ist Cß' J.BNa. 

3. Der Potenzpunkt der Ecken B, C und des Kreises N« ist 
der Punkt A, , der Potenzpunkt des Punktes A und der Kreise N^, 
Nc ist der Winkelgegenpunkt k\ von Aj (Gb). — Letzteres folgt 
daraus, dass gemäss 2 Cü die Potenzlinie von A und Nt, Bß' die- 
jenige von A und Nc ist. 

4. Auf der Geraden Aq^R, der Potenzlinie von N^ und Nc, 
liegen folgende Punkte: 

1) der Fusspunkt K« der Gegenmittellinie ka, 

2) der Punkt A\ , 

3) der Schnittpunkt von CR und Aß', 

4) der Schnittpunkt von BR mit Aß (Gb). 

Denn CR, beispielsweise, ist die Potenzlinie von C und Nc, 
Aß' diejenige von C und Nt, etc. 

§ 66. Die Ähnlichkeitskreise der Neubergschen Kreise. 

1. Die Ahnlichkeitspunkte T«, T« der Kreise N^, Nc liegen auf 
den Halbierenden des Winkels A und seines Nebenwinkels (Gb). 

Denn AN^, ANc sind Gegentransversalen, und N6Ta:NcTa== 
BN6:CNc = AN,:ANc. 

2. Der Ähnlichkeitskreis N^ der Kreise N^,, Nc d. h. der Kreis 
mit dem Durchmesser TaTi geht durch A und durch den Punkt G«, 
in welchem die Mittellinie g^ dem Umkreise begegnet (Gb). 

Beweis, Z TaATi = 90^ Da der Ahnlichkeitskreis zweier 
Kreise mit diesen dieselbe Potenzlinie besitzt, so liegt A^ auf der 
Potenzlinie der Kreise N^, NJ,. Es liegt aber A^ auch 2) auf der 
Potenzlinie der Kreise und N^, mithin auch 3) auf der Potenz- 
linie von und Ni. Da die letztgenannten Kreise sich auch in 
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A schneiden, so ist AA^ ihre Potenzlinie, und dieses ist eine Ge- 
rade, welche dem Umkreise zum zweitenmale in GJ, begegnet. 

3. Der Ähnlichkeitskreis zweier Kreise ist der Ort aller Punkte, 
von denen aus beide Kreise unter gleichen Winkeln gesehen werden. 
Die drei Ähnlichkeitskreise Ni, NJ, NJ der drei Neubergschen Kreise 
schneiden sich in zwei Punkten E, E', von denen aus die drei Kreise 
Na, Nft, Nc unter demselben Winkel erscheinen. Sie besitzen also 
dieselbe Potenzlinie EE', und diese geht durch 91. Sie schneiden 
ferner den Kreis NaN^N,. rechtwinklig; folglich geht EE' durch den 
Mittelpunkt dieses Kreises. EE' geht auch durch den Schnittpunkt 
G der Geraden AA^, BB^, CC^; denn dieses sind die Potenzlinien 
des Kreises und je eines der Kreise N«, NJ, Nc. Bedenkt man 
noch, dass G auch Schwerpunkt des ANaN^Nc ist, so ergiebt sich: 

Die Gei'ade G9l = GD ist die Eulerache Gerade des ANaN^Nc 
und geht durch die beiden Punkte^ von denen au>s die Neubergschen 
Kreise unter gleichen Winkeln gesehen werden (Gb). 

§ 67. Die Neubergschen Kreise als Örter von Spitzen 
ähnlicher Aufsatzdreiecke. 

1. Sind Ja, Jfe, Je homologe Punkte bezüglich der Seiten a, 
by c eines A ABC, so schneiden sich AJ«, BJft, CJ^ — abgesehen 
von dem Falle, wo Ja, Jö, Je den Mittelloten angehören — nur dann 
in einem Punkte, wenn die Aufsatzdreiecke JaBC, JöCA, Je AB devi 
Urdreiecke gleichwendig gleichbrocardisch sind (N). 

Beweis. Man bezeichne Z. JaBC mit A, Z.JaCB mit /i, ZBJaC 
mit V. Ferner seien Ca, ^6, ^c die Entfernungen des fraglichen 
Schnittpunktes der Geraden AJ«, BJ^, CJc von den Seiten des 
A ABC; dieselben sind positiv oder negativ zu rechnen, je nach- 
dem sie mit A ABC auf einerlei Seite der betreffenden Dreiecks- 
seite liegen oder nicht. Man hat dann, wenn die Dreiecke nach 
innen errichtet sind, 

et,:ec = CJaSin(y — fi) : BJaSin(^— A) 

:= sin^sin(y — fi) : siniiAsin(/9 — X) 

= 8mY(coifi — coty) : sinj5(cotA — cot/9). 

Entsprechende Werte ergeben sich für die Verhältnisse ^c«^«? Caieb- 



§ 67. Die Neubergschen Kreise als Örter homologer Punkte. 139 

Multiplikation führt dann zur Bedingungsgleichung 
(cotA — cota)(cotA — cotj5)(cotA — coty) 

= (cotfi — cota)(cotjU — cotj9)(cotjU — coty). 
Die Gleichung 

(^—a)(^— i)(^— c) = (y—a^Cy—bXy—c) 

lässt folgende Umformungen zu 

a)''—y^—(a)^—y^X^-\-b-\-c)+(a—y)(bc+ca-hab) = 0; 

(^—y)[^^+^-i'y^—(^+yXcL-^f>'\-c)-\'bc-{-ca-\-'ab] = 0. 

Man genügt dieser Gleichung mit a — y = 0, cotA = cotjte — dies 
ist der Fall des § 42 — : oder es ist, weil gegenwärtig 

a+J+c = cotoo, bc+ca-^ab = 1 
ist, 

cotA'+cotAcotjU-+-cot^^ — (cotA+cotju)cota)+l = 0. 

Wird zu dieser Bedingungsgleichung die Identität 

cotAcot^iA+cotAcotr-hcotjUcotr — 1 = 

addiert, so ergiebt sich 

(cotA+cotju)^H-(cotA+cotiu)(cotr — cotoo) = 0, 

(cotA + cot^)(cotA+cotjU+cot'v — cotco) = 0. 

Der zweite Faktor, welcher lediglich in Betracht kommt, lässt er- 
kennen, dass das Aufsatzdreieck dem Urdreiecke gleichbrocardisch 
sein muss. 

Wollte man die Dreiecke über den Seiten des A ABC nach 
aussen errichten, so würde sich neben cotA = cot^ ergeben: 
(cotA+cotjM)(cotA-|-cot^4-cotr+cota)) = 0, 

welcher Gleichung nicht genügt werden kann. 

Durch vorstellendes Ergebnis gewinnen die Neubergschen Kreise 
erhöhte Bedeutung; dieselben sind die Örter der Spitzen gleichwendig 
ähnlicher über den Seiten eines A ABC errichteter Dreiecke JaBC, 
JöCA, JcAB /wr den Fall, dass AJa, BJ^, CJc nach einem gemein^ 
samen Punkte hinzielen, 

2. Welches ist der Ort des Schnittpunktes der Geraden AJ«, 
BJ&, CJc? Aus der vorhergehenden No. folgt 
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ef,(m\ßcotk — cos/?) = ^'c(smycotjtt — cosy), 
^c(sinycotA — cosy) = ea(s\nacotfi — cosa), 
ea(iiinacotl — cos«) = <f<,(smjScot/i — cosjS); 
daraus durch Addition 

(^aSina-f-^6sinj9-+-^cSiny)(cotA — cotju) = 0, 

<?asina+6'ftsiüj9+^csiny = 0, 

aea-hbeb+cfc = 0. 

Nun stellt aber aea+bei^+cec die doppelte Fläche des AABC dar. 
Wenn dieser Ausdruck verschwinden soll, so ist dies nur dadurch 
möglich, dass der Ausgangspunkt von ea, ^6, ^c ini Unendlichen 
liegt. Die Geraden AJ^, BJ^, CJc sind also parallel, und ihr Schnitt- 
punkt durchläuft die unendlich fame Gerade (N). 

In der That, schneidet (Fig. 46) BC den Kreis Nö in B, und 




den Kreis Nc in C,, so sind die Dreiecke B,CA, C^AB gleichwendig 
ähnlich, also B^, C^ entsprechende Punkte der Kreise Nt, Nc. Folg- 
lich ist Viereck ABJeC, ^ CAJ^Bi, mithin B.J* : C^Jc = b'.c. Da 
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die Radien von Nö, Nc sich ebenfalls wie b:c verhalten, so sind 
die Winkel (BC, BJ^) und (BC, CJ,) gleich, und deshalb BJ, || CJ^. 

3. Auf den Seiten eines A ABC als Grundlinien ernchtet 
man ähnliche gleichschenklige Dreiecke mit den Spitzen A,, B,, C,. 
Ünte7^ uelcher Bedingung sind die Geraden AA,, BB,, CC, parallel? 

Aus No. 2 folgt, dass die Dreiecke BGA,, CABj, ABCj dem 
Urdreiecke gleichbrocardisch und auf den Seiten nach innen hin 
aufgesetzt sein müssen. Es sind mithin die Schnittpunkte der Neu- 
bergschen Kreise mit den Mittelloten der zugehomjen Seiten die Spitzen 
der gesuchten Dreiecke. Die Basiswinkel sind 90° — ^rf,, 90° — ^d^^ 
wo rf^, d.^ die beiden hohlen Winkel bezeichnen, welche der Glei- 
chung sin(rf-l-a)) = 2sina) Genüge leisten. 

4. Die Geraden An^, Bw^, Cnc; Ana, Bnl, Cn'c bestimmen zwei 
zu einander senkrechte Richtungen, zwei Punkte der unendlich fernen 
Geraden, deren Winkelgegenpunkte einerseits auf der Penpherie des 
Umkreises, andrerseits auf der Geraden OK gelegen sind; es sind 
das also die Schnittpunkte ^,, v., der Richtungen OK und KO mit 
dem Umkreise. Gemäss § 54, 4 ergiebt sich 

Z KÖv, = 90°— i^, , Z KÖÜ3 = 90°4-i(J, . 
So findet sich, dass der durch K gelegte Durchmesser des Umkreises 
von den Brocardschen Punkten aus unter dem Winkel 180° — 
^(d, — <^i) erscheint (Eh). 

§ 68. Homologe Punkte in gerader Linie. 

1. Errichtet man über den Seiten eines A ABC nach innen 
gleichwendig ähnliche Dreiecke BCJ«, CAJ^, AB Je, die dem Urdrei- 
ecke gleichbrocardisch sind, so liegen deren Schwerpunkte in einer 
Geraden, die auch durch den Schwerpunkt des A ABC geht (N). 

Beweis, Nach § 67, 2 sind AJ«, BJ^, CJc parallel. Eine Par- 
allele durch G zu diesen Geraden teilt daher die Mittellinien JaO«, 
ihOh, JcOc im Verhältnisse 2:1, enthält also die Schwerpunkte 
Sa, So, Sc. — Die Punkte S«, So, Sc sind als solche aufzufassen, 
welche bezüglich der Seiten des A ABC gleichartig und überdies 
in gerader Linie liegen. 

2. Die Eigenschaft der Ge^*aden SaS^Sc, durch den Schwer- 
punkt des A ABC zu gehen, ist ein besonderer Fall des in § 43, 5 
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bewiesenen Satzes. Ein anderer Beweis desselben, der dem des 
Satzes 1 ibid. nachgebildet ist, möge hier noch Platz finden. 

Man ziehe (Fig. 47) durch 
'^' ' B und C Parallelen zu CSa, 

BSa, welche sich in Si schnei- 
den. Aus der Ähnlichkeit der 
Dreiecke ACS^, BCSi folgt 
Z SLCSö = BGA, 
SiC:S,C = BC:AC; 

mithin sind auch die Dreiecke 
S^S^C, ABC ähnlich. Ein Glei- 
ches gilt von den Dreiecken 
SeBSi und ABC. Mit Hülfe 
von Kreisvierecken ist dann zu 
zeigen, dass SöSa||ASc, ScSaH 
ASft, ASiS^Sc ein Parallelo- 
gramm ist. Ist Oa der Mittelpunkt dieses Parallelogramms, so ist 
SaO« eine Mittellinie des A SaAS». Eine zweite Mittellinie dieses 
Dreiecks ist AO«. Somit schneiden sich AO«, SaC« im Verhält- 
nisse 2:1. Diese Geraden sind aber auch Mittellinien der Drei- 
ecke ABC, SaS^Sc; ihr Schnittpunkt ist daher zugleich der Schwer- 
punkt dieser Dreiecke. 

Zusatz, Liegen drei bezüglich der Seiten eines A ABC homo- 
loge Punkte Sa, So 5 Sc in einer Gei^aderiy so geht diese durch den 
Schwerpunkt des A ABC. 

Der direkte Beweis dieses Satzes ist nicht ohne Interesse. 




§ 69. Die McCayschen Kreise. 

1. Die Orter de7' Punkte Sa, Sb, Sc des vorigen § sind Kreise, 
deren Mittelpunkte (Fig. 48) M«, M&, Mc die Geraden NaO«, NftO^, 
NcOc im Verhältnisse 2 : 1 teilen und deren Radien die dritten Teile 
der Radien dei^ entsprechenden Neubergschen Kreise sind; diese Kreise 
schneiden sich im Schwerpunkte G (N). Sie heissen die McCay- 
schen Kreise des A ABC. Ein McCaysclier Kreis und der entspre- 
chende Neubergsche Kreis haben die entsprechende Seitenmitte zum 
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äusseren Ahnlichkeitspunkte, Der Radius des Kreises M« ist gleich 
^a|/cöta)* — 3, die Imtferrmng seines Mittelpunktes von der Seite 
BC ist gleich ^a cot od, also tgMaBC = -J-cotco. 




2. Ein Kreis um 0« als Zentrum durch die Mittelpunkte der 
gleichseitigen Dreiecke über BC schneidet Kreis M« rechtwinklig (Mc). 
— Zum Beweise beachte man die entsprechende Eigenschaft der 
Neubergschen Kreise (§ 63, 2). — Die erwähnten Mittelpunkte sind 
die Punktkreise des Büschels, dem M« angehört. 

3. Die Kreise M« und N« haben mit dem Kreise über BC als 
Durchmesser die Potenzlinie gemeinsam (Cy). 

Beweis. Ist OaUw eine Tangente an die Kreise M«, N« und 
schneidet dieselbe den Kreis um 0« mit ^a in i?,, v^, so folgt 
aus OaU.Oaio = ^«^3.^01/3 = G"«)^ = Oa«?i, dass uw durch 
1?,, t?2 harmonisch geteilt wird. Die Mitte X von uw ist nun 
ein Punkt der Potenzlinie von M«, Na, und da Xv^.Xv.^ = Xw^ 
= Xw^^ ist, so hat X gleiche Potenzen in Bezug auf die drei 
Kreise. 
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4. Die Tamjenten in G an M^^, M^, M^ schneiden sich unter 
den Winkeln a, ß, y (Mc). — Denn dieselben sind parallel den 
Geraden AR, BR, CR oder auch den Seiten des ersten Brocard- 
schen Dreiecks. 

5. A MflM^Mc ist ähnlich dem Mittelliniendreieck von ABC (Mc). 
Beweis, M^GXA.C, und = A6, McG±A,B, und = Ac; 

folglich ist ZMftGMe= 180'— a, da G innerhalb des ZB>,C, 
liegt. Ferner ist nun MftMc = A^^^ und, wie ebenso zu beweisen, 
MeMa = A^^ und MaM^ = Xg^. 

6. Ist ma der höchste, m'a der tiefste Punkt des Kreises M«, 
so ist 

Beweis. tgWaBC = m^Oa : BO« = ^naOa : i« = itg(90°-i^J 
= icot^J, = tg^rfg (§ 10, 4c), also Z w^BC = y, etc. Wählt 
man also die Winkel ^S^, ^(Jg zu Basiswinkeln gleichschenkliger 
über den Seiten nacJi innen gelegener Aufsatzdreiecke, so liegen 
deren Spitzen in einer Geraden (Br). — An diese Bemerkung 
knüpfen die Untersuchungen des folgenden § an. 

7. Die Geraden mam^m^, m\m\m\ stehen aufeinander senk- 
recht. — Denn Z maGma = R etc. 

§ 70. Der Inhalt und der Brocardsche Winkel des 
AA.BiC,. 

1. Der Inhalt des A A,B»C/, dessen Ecken die Spitzen gleich- 
schenkliger über den Seiten eines A ABC errichteter Dreiecke vom 

2sina) — sin(2y-ho)) 
4 cos y 'sin o) 

positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem die Dreiecke nach 
innen oder nach aussen aufgesetzt sind, und wo das Plus- oder 
Minuszeichen gilt, je nachdem A A.BjC, und A ABC gleich- oder 
ungleichwendig sind (F). 

Beweis. 
± A AACi = A— 2BCA,— 2ABA; 

a^ A 

2BCA,- = I-. -igw = Acotcotgo) = ~. ö--2cota}sin2g?, 

4 ®^ ^^ 4cosa)' ^' 



Basiswinkel w sind, ist gleich ± , . ^ ^A, wo (t 
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vAT>n V ^^ ' / o \ V ^*^ sin(a— 2y) 

8cosy^ ^ "^^ lorcosy' sina 

(3 cos 2 y — cot 0) sin 2 y) . 



± AAfBA = A ^^^^.^a (cota)sin2y+3co82y) 



4cosy* 
Also wird 

_^ 
4cosy 

= —7- 5- (2 — cos2gj — cota)sin2g)) 

4cosy^ \ :f y^/ 

2sina} — sin(2g)+ci)) 

4cosy^sina) 

Hieraus folgt, in Übereinstimmung mit vorigem §, dass der Inhalt 
des A AiBiCj verschwindet, wenn der Basiswinkel (f der Gleichung 
sin(2y+a)) = 2sina) genügt, wenn also (p = ^S^ oder = ^S^ ist. 
So lange (p zwischen diesen Grenzen liegt, sind die Dreiecke AiBA 
dem A ABC ungleichwendig, gleichwendig jedoch jenseits dieser 
Grenzen. Dem Werte y = entspricht das Mittendreieck GaG^G^. 
2. Führt man unter Benutzung der Identitäten 

cos2a) . ^ 2 sin2cp ^^ 1 i . . s 

cosy^ ^^ ' cosy^ ^^' cosy^ ^^ 

tgy in obigem Ausdrucke ein, so ergiebt sich 

±AA,BA = -^(2-h2tgy'— 1+tgy'— 2cota)tgy) 



= ^-(3tgy^— 2cota)tgy4-l) 

= |A[(tgy— Icoto))'— Kcotco'— 3)]. 
Diese Form zeigt, dass es unter den ungleichwendigen Dreiecken 
ein grösstes giebt entsprechend dem Werte tgy = ^cotco (F). Dieses 
Dreieck ist das Mittelpunktsdreieck der McCayschen Kreise (Eh); 
sein Inhalt ist gleich y^^A(cotco^ — 3). 

^- B.C? = ^^^[6'+c^-26ccos(«-29>)], 
^'^^ = -4^^[«'+^ -2«*cosCy-2«/>)]. 

Emmerich, die Brocardsclien Gebilde. \Q 
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üntet' welcher Bedingung ist A AjB.C/ gleichseitig ? Durch leichte 
Rechnung findet man y = ±30^ (vergl. §52, 2b). Die Inhalte 
der entsprechenden Dreiecke sind 

iA (cot 60° cot CO— 1), iA(cot60'cotcü-Hl); 
ihre Differenz ist also gleich dem Grunddreiecke, ihre Summe gleich 
Acot60*^cotcü. 

4. Die Quadratsumme der Seiten des A A,BiC» ist gleich 

Acota)(3tgy' — 6tga)tgy-Hl). 
Beweis, 

4cosy L zr sina J 

= -j jj-[8Acota) — 4A(cota)cos2y+3sin29j)] 

Acoto) • o N 

(2 — cosJ^) — otga)Sin2y) 



= Acota)(3tgy' — 6tga)tgy-j-l). 
5. Mit den für A AiB»C, und 2B,C? berechneten Werten 
lässt sich der Brocardsche Winkel des A AiBiC, darstellen. Als 
Bedingung der Symbrocardie des A AjB.C, mit dem. ürdreiecke er- 
giebt sich 

a) für gleichwendige Dreiecke : 

ötgcotgy = 2cota)tgy, 
also entweder co = 30°, (p beliebig — es ist klar, dass dann die 
Dreiecke A/BjC, ebenfalls gleichseitig sind — oder y = 0, od be- 
liebig — der Fall des Mittendreiecks; 

b) für ungleichwendige Dreiecke: 

3tg9'— 6tga)tgy-f-l = — 3tgy^-H2cota)tgy— 1, 

6tgy' — 6tgo)tg(p — 2cota)tgyH-2 = 0, 

(tgy — tga))(3tgy— coto)) = 0; 

y = O), tg(p == ^coto). 

Dem ersten Falle entspricht das erste Brocardsche Dreieck, das ein- 
zige dem Urdreieck ähnliche Dreieck unter den ungleichwendigen 
Elementen der Schar AfBiCj; der andere Fall betrifft unser oben 
gefundenes Ma^ximaldreieck, das Mittelpunktsdreieck der McCayschen 
Kreise (Vergl. § 69, 5). 



§ 71. Beziehungen von m^ und mj^ zu A, , B und C. 
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§ 71. Beziehungen des höchsten und tiefsten Punktes 
des Kreises M« zu A,, B und C. 

1. Die Ecken des ersten Brocardschen Dreiecks sind die Pole 
der Seiten des A ABC bezüglich der entsprechenden McCayschen 
Kreise (Mc). 

Fig. 49. 




Beweis, OaAj = ^atgcjo, OaMa = -Jacotco, OaU (Fig. 48) = 
ial/3, 

also OaA, .OaMa = 0«^^ 

2. Die Schnittpunkte T, S' (Fig. 49) von BA, mit Oma, Cwa, 
ebenso die Schnittpunkte T', S von CA^ mit Bw«, Btw« liegen auf 
dem Kreise M« (Mc). 

Beweis. Es lässt sich zeigen, dass TC den Nebenwinkel des 
Z. BTOa halbiert. Verlängert man nämlich BT und trifft der End- 
schenkel des um CT umgelegten Z. BCT = ^d^ die Verlängerung 
in U, so ist im A BCÜ Z B = co und Z U = 2R— (co+rfj. 
Aus sin(o)-f-rf3) = 2sino) folgt dann: Cü = COa, ACüT^COaT, 
Z CTÜ = CTO«. Da nun der Strahl Tw« Z OaTÜ halbiert, so 
steht der konjugierte Strahl T^Wo-LTma. (w«, Aj, tw«, Oa sind 
vier harmonische Punkte nach 1). Also liegt T auf dem Kreise 
Ma. Das Übrige wird ähnlich bewiesen. 
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3. Das Sechseck WaTSwaS'T' hat die Eigenschaft, dass die 
Hauptdiagonalen durch einen Punkt und jede durch den Schnitt- 
punkt zweier gegenüberliegender Seiten geht (Mc). — Dass TS, T'S' 
sich aufBC schneiden, folgt aus dem Pascalschen Satze; aus Grün- 
den der Symmetrie liegt der Schnittpunkt in der Mitte von BC. 
— Z BOaT = to-hJ,, Z BOaT' = o)-hrf,. 

4 (Mc). WflS, Tm'a schneiden sich auf BC; denn der Schnitt- 
punkt V liegt auf der Polare von Aj. Y ist der Pol von A,B oder 
von ST. V teilt BC im Verhältnisse 2:1; denn die Diagonale BV 
des vollständigen Vierseits maVBm'aVS wird durch 0^ und C har- 
monisch geteilt. V ist Mittelpunkt des Kreises durch S', T, C. Denn 
BS' : 0«S' = sin(a)-h J.) : sinco = 2:1, BT : 0«! = sin(a)-h(Ja) : 
sino) = 2 : 1, BC : OaC = 2 : 1 ; S', T, C liegen also auf dem Kreise, 
der BOa harmonisch im Verhältnisse 2 : 1 teilt und den Abstand der 
Teilpunkte zum Durchmesser hat; der Mittelpunkt dieses Kreises 
ist aber V. 

§ 72. Gegenseitige Beziehungen der McCayschen Kreise. 

1. Die Schnittpunkte je zvwier McCayschen Kreise sind die' 
Doppelpunkte gleichwendig ähnlicher über den Seiten des A ABC 
errichteter Figuren (Mc). 

Beweis. Ist A" (Fig. 50) der Schnittpunkt der Kreise Mft, M^, 
so trifft die Gerade GA" die Kreise M;,, Mc in homologen Punkten, 
womit die Behauptung bewiesen ist. — Ist A'" die Spitze des über 
BC errichteten und den Dreiecken A"AB, A"CA gleich wendig ähn- 
lichen Dreiecks, so liegen A", A'", G nach §68, 2 Zus. in einer 
Geraden. Dabei ist A'" der Schnittpunkt von A"G mit dem Kreise 
Ma, und es ist GA'" = 2GA", weil G der Schwerpunkt von A", 
A" und A'" ist. Wir finden hier also den Satz § 44, 3 wieder. 

2. Das Stück einer Tangente an einen McCayschen Kreis im 
Punkte G, welches durch die beiden anderen Kreise begrenzt wird, 
wird im Berührungspunkte halbiert (Mc). 

Beweis. Fällt S« auf G, so ist S^Sc Tangente an M« und G 
der Schwerpunkt, also die Mitte von S^Sc. 

3. Die Schnittpunkte A', B', C je zweier eine Seite des A ABC 
in ihren Endpunkten berührenden Beikreise liegen auf den bezüg- 
lichen McCayschen Kreisen, 
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Fig. 50. 




Beweis, Nach § 37, 3 ist A' der Endpunkt der Verlängerung 
von G'Ga um sich selbst. Ans § 69, 1 ergiebt sich für die Potenz 
von Ga bezüglich M« der Wert ^V«' = iG«B.G«C = |GaG'.G«A 
= GaA'.GaG. Da nun G der eine Schnittpunkt von AGa^ mit M« 
ist, so ist A' der andere. 
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4. Die dem Punkte A! entsprechenden Punkte kab, k!ac*) duf 
Me, und Mc und die Schnittpunkte der* Kreise CGaG^, BG^G^ mit AG. 

Beweis. Schneidet Kreis CGaG^ die AG in Y, so ist Z. YCA 
= YGaG^ = YAB = G'CB = A'BC, Z YAG = G'BC = AGB. 
Also ist A YCA <-> A'BC d. h. Y ist in einer Figur über b der- 
jenige Punkt, welcher dem Punkte A' in einer ähnlichen Figur 
über a entspricht. 

5 (Mc). Dei* Kreis M« geht durch die sieben ausgezeichneten 
Punkte G, A', B", C", A'", G^« und G,«. Hierbei liegen die Punkte 
A! und Gfta f^^it der Ecke C in einer Geraden, weil Z. A'CB = 
GftaCB ist, 

§ 73. Dreiecke, deren Ecken homologe Punkte bezüglich 
der drei Seiten eines Dreiecks sind. 

1. Aufgabe. Gegeben A ABC und A LMN. Alan soll ein 
dem A LMN ähnliches A Ja J^ Je zeichnen, so dass J^, J«,, Je homo- 
loge Punkte bezüglich a, b, c sind (Mc). 

Auflösung. Da A JaJöJc mit ABC den Schwerpunkt gemein- 
sam haben muss, so konstruiere man den Schwerpunkt des ALMN, 
wodurch JaG : J^G : JcG = Z : tw : w erhalten wird, unter G den 
Schwerpunkt des A ABC verstanden. Nun ist 

GJfl : Gac Je = a : c, 
folglich GacJc^GJc bekannt, also der eine Ort für Je ein Kreis. 
Ferner ist durch G^c Je : GJc ein zweiter Ort für Je gegeben, somit 
Je zweideutig bestimmt. 

2. Ist A JflJft Je gleichschenklig mit der Spitze Ja, so ist 

GeaJa • GJc = a l C, Gba^a •' GJft = a l b, GJ& = GJe, 
folglicB Gca Ja : GftaJa = b'.C 

d. h. der Ort eines Punktes, der von seinen beiden entsprechenden 
immer gleichweit entfernt ist, ist ein Kreis (Mc). Dieser Kreis 
heisse ju«. 

3. Auf dem Kreise ^la liegen 1) die Zentren der beiden gleich- 
seitigen Dreiecke über und unter der Grundlinie BC (§ 52, 2 b); ^a 



*) P^j bezeichnet denjenigen Punkt, welcher in einer Figur über 6 dem 
Punkte P in einer gleichwendig ähnlichen Figur über a entspricht. 
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liegt also mif BC, 2) der Schwerpunkt G; denn wenn J« auf G 
fällt, ist nach §72/2 G die Mitte von Je,Jc, 3) der Punkt A'"; 
denn die dem Punkte A'" entsprechenden Punkte vereinigen sich 
in A'' (Mc). 

4. Die Kreise M« und jW« schneiden sich rechtwinklig in 6 und 
A'" (Mc). 

Beweis. Die Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke sind die 
Punktkreise für Ma und die Gerade BC; da ju« durch diese Mittel- 
punkte geht, so schneiden sich die Kreise rechtwinklig, jw« ist also 
der Pol von GA'" bezüglich des Kreises M«. iia teilt G^aGca im 
Verhältnisse P : c^ 

5. Ist das Verhältnis zweier Seiten des AJaJt^cy ^^^o, Ja Je : 
JaJ* = K 9ßgd)en, so ist der Ort des Punktes J« ebenfalls ein Kreis; 
variiert A, so bilden die Orter für J« ein Büschel Auch J^ und 
Je beschreiben Kreise (Cy). 

Beweis (Mc). A A"Jt,3cf^ A."AB (folgt aus der Ähnlichkeit 
der Vierecke A"CJ6A, A"AJcB), also von fester Form; ebenso 
A B"JcJa, C'JaJft. Es sind daher die Verhältnisse B"Ja:JaJc, 
C'JaiJaJft und mit X auch das Verhältnis B"Ja:C"Ja bestimmt. 
Hiernach beschreibt J« einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf B"C" 
liegt und dessen Peripherie B"C" nach gegebenem Verhältnisse teilt. 

Da die Verhältnisse C'J^rJaJft, JaJtrJaJc, JaJc:B"J«, B"J«: 
B'"J6 gegeben sind, so erhält man als Ort des Punktes J^ einen 
Kreis, dessen Peripherie die Strecke B'"C" harmonisch teilt. In 
analoger Beziehung steht dann Je zu C"' und A". 

Zusatz. B"C" geht durch den Schnittpunkt fia von G^aGc« und 
BC (Mc). 

6. Ist ein Winkel des A JaJ^ Je, etwa J«, gegeben, so ist der 
Ort des Punktes J« ein Kreis durch W\ C"; auch J^ und J« be- 
schreiben Kreise (Cy). 

Beweis (Mc). Z B"JaC" = Ja=F(B"JaJcH-C''JaJ6) = Ja=F 
(KßA+KCA) = J«=f(GBC+GCB) = Ja=F«o. womit der erste 
Teil der Behauptung bewiesen und erweitert ist. — Da ferner 
ZB"JaC" = B'"J,C" = B"JeC"' ist, so beschreiben J^, Je Kreise 
durch B'", C" resp. B", C" mit dem Peripheriewinkel J«— «o oder 

Ja + «o- 

Besondere Fälle, a) J« = 180^ Es ist Z B^'GC' = B^GC, 
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= BGC = 180^ — a^; somit fällt der Ortskreis für J« zusam- 
men mit dem Kreise M«, wie auch aus früherem unmittelbar er- 
hellet. 

b) Ja == a. Der eine Teil des Ortes ist der Brocardsche Kreis, 
der andere Teil ist der Kreis durch B", C", 0« (Mc). Es folgt 
dies aus den Beziehungen: 

B"A,C'' = B,A,C,+B,A,C"+C,A,B'' = a+B,C,GH-C,B,G 

B'UC" = 180^— (B"0aB4-C"0aC) = 180'— (KJIjCBh-K^BC) 
= 180'— (y-hK>CA-f-i?+K;.BA) = a-(GBC+GCB) 

== «—«o- 

7. Ist der Inhalt des A JaJ* Je gegeben^ so bewegen sich seine 
Ecken auf drei Kreisen, welche den bezüglichen McCayschen Kreisen 
konzentrisch sind (Cy). 

Beweis Qic), Aus JaJc- JoJft-sinJa = const. folgt JaB".JaC". 
sin(B"JaC"=taQ) = const. Schneidet nun JaB" den Kreis M« in 
D, so ergiebt sich aus dem A JaC'D 

J^C" : JaD = sin«,: sin(B"JaC"±aJ. 
Der Ausdruck, welcher konstant bleibt, gewinnt daher die Form 

JaB".JaD.sin«o, 
ist also gleich dem Produkte aus der Potenz des Punktes J« be- 
züglich des Kreises Ma und dem konstanten Faktor sincr^. Mithin 
besteht der Ort des Punktes J« aus zwei dem Kreise M« konzen- 
trischen Kreisen, für deren Punkte die Potenzen in Bezug auf jenen 
gleichwertig sind. 

Versteht man unter P die Potenz des Punktes J« in Bezug auf 
Kreis M« und unter X eine Konstante, so ist also allgemein 

AJaJ6Jc = P.A. 

Zur Ermittlung von X wählen wir das spezielle hierhergehörige 

A OaOftOe. Für dasselbe ist P = -^^a' (§ 69); aus ^A = ^^a^X 

3A 
folgt dann X = — g— und somit für den Inhalt eines jeden der 

Dreiecke JoJ^Jc 
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8. Ist eine Seite des A J^J^Je, etwa J^J^, gegeben, so be- 
schreiben Jft, Je Kreise um A" als Mittelpunkt, J« bewegt sich auf 
einem Kreise mit dem Mittelpunkte A'" (Mc). 

Beweis. Die Gestalt des A A^J^ J, ist fest, ferner verhält sich 
JaA'":JöA'' = a:b. 

Zusatz. },3e = ^l^.J^A'", 3,3a = ^'3,B"\ J^J, = 



2g 



b 



J,C"' (Mc). — Denn J« J, : J^A" = c : AA", J^ A" : J«A"' = 
br 

6:«, AA" = ^^(§38, 8), - 

Noch manche andere Fragen lassen sich mit den hier behan- 
delten in Zusammenhang bringen. Casey fand, dass die Örter der 
Punkte Ja, Jö, Je auch dann Kreise sind, wenn Tangenten von 
irgend zweien der Punkte an einen gegebenen Kreis in einem kon- 
stanten Verhältnisse stehen; wenn die Summe der Quadrate der 
Entfernungen der drei Punkte von gegebenen Punkten oder auch 
die Summe der Quadrate der Seiten des A JaJ^ Je (jedes allenfalls 
noch multipliziert mit einer Konstanten) gegeben ist; endlich, wenn 
der Brocardsche Winkel des A JaJ* Je eine vorgeschriebene Grösse 
hat. Auch die genauere Untersuchung des Inhaltes und des Bro- 
cardschen Winkels des A JaJö Je nach Analogie des § 70 bildet 
eine weitere dankbare Aufgabe. 



Emmerich, die Brocardschen Gebilde. W 
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Zusammenstellung der Normalkoordinaten der in der 

Brocardschen Tafel bezeichneten merkwürdigen 

Punkte des Dreiecks. 

Bern. Mit Ausnahme von Ai, Bi, Cj sind sämtliche Punkte sog. Sym- 
metriepunkte d. h. die zweite und dritte Koordinate ergeben sich aus der 
ersten durch zyklische Verwechslung, weshalb die Angabe der letzteren ge- 
nügt. In den Fällen, wo die Moduln nicht Funktionen von r und to allein 
sind, wurden dieselben weggelassen; die Berechnung nach Anleitung von § 17 
und mit Hülfe von § 11 macht jedoch keine Schwierigkeit, wenn sin a sin/? sin/ 
oder A als weiteres Bestimmungsstück des Dreiecks hinzugenommen wird. 

K (§17): sin«; m = rtgoi. 

G (§17): sin/Ssiny; m = |r. 

(§ 17): cos«; to = r. 

H(§17): cos/Scosy; m = 2r. 

F (§17): cos(/3-/); m = l^r.*) 

Ü (§ 17): sin/: sin/9; m = 2rsm(t}^. 

Ö' (§ 17): sin/5 : sin/; m = 2rsincü2. 

Ai (§40): sinw, sin(/ — w), sin(/9 — oj); m = rsin« : cosw. 

Bi (§40): sin(/ — w), sinw, sin(rt — w); m = rsin/S : cosw. 

Ci (§40): sin(/S — Ol), sin(« — w), sinw; w = rsin/ : cosw. 

D (§41): sin(« — w)— i; w = 2rsinw^ 

D' (§47): sin(« — <ü) ; m = rsinw : cos2w. 

S' (§46): sin(«-f-w)-i. 

S(§46): sin(«-i-a>); m = rsinw. 

Z'(§48): C0S(« — a>)-l. 

Z(§39): cos(a — w); >w = r:2cosw. 

N (§51): cos(« + a>)-i. 

N'(§51): COS(« + cü); m = 00. 

R(§51): sin«-2sin(/? — /)-!. 

R'(§51): sinß2sin(/S — /); to=oo. 

TT /c AP^ tg2a) — sin2« _ _ 

U, (§46): ^ . , r — ; m = rcos2w : 2coscü. 

^^ sm(« — w) 

__,..„ sinw2-|-sin(rt — w)2 o • 2 • o 

E (§47): r—, — ^^-T —; TO = 2rsmcü2: sinSw. 

sm(rt — lü) 

Y r§ 56V ^sin«-i-sin(« — 2w) ^ 



*) Der Gegenpunkt F' von F (Koordinaten: cos(/3 — /)— 1 etc.) ergiebt sich 
als Schnittpunkt der Geraden, welche die Ecken des A ABC mit den ümkreis- 
zentren der Dreiecke BCO, CAO, ABO verbinden {Neuhery, M. 1884, S. 216). 
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